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Einleitung. 

Die Untersuchungen von Dr. H. Renfer 1 ) haben dargetan, 
dass die Definition der Bernoullischen Funktion nach Schläfli 
die rationellste ist. Es handelt sich nun darum, die Theorie der 
genannten Funktion auf Grund dieser Definition weiter auszu- 
bauen. Von den verschiedenen Fragen, die da noch zu lösen sind, 
erwähnen wir die beiden folgenden: 

1. Inwieweit lassen sich die Eigenschaften der Reihe 

S m = r i + 2 m + 3 m H hx ra 

direkt auf die Bernoullische Funktion übertragen? 

2. Lässt sich ein vollständiger Parallelismus zwischen 
der r~ Funktion und der Bernoullischen Funktion nachweisen? 

Was die erste Frage anbelangt, so erinnern wir daran, dass 
verschiedene Mathematiker 2 ) sich mit der Summe S m beschäftigt 
und Beziehungen für dieselbe abgeleitet haben; nun ist be- 
kanntlich 

r + 2 m + ....(x-ir = m!{ z (m + l,x)- z (m + l,Ü)}, 
wo x(m-|-l,x) die (m -f- l) te Bernoullische Funktion nach Schläfli's 
Definition ist. Die Eigenschaften der Reihe S m gelten aber zu- 
nächst nur für gtnzzahlige Werte von .x und es bleibt noch zu 
untersuchen, ob sie direkt auf die %- Funktion übertragen werden 
können und dann für behebige Werte von x gültig sind. 

Die 2. Frage betreffend erinnern wir daran, dass Raabe in 
seiner Schrift «die Jakob Bernoullische Funktion» sagt 3 ): «Fast 
alle Eigentümlichkeiten, die bei der jT- Funktion durch Produkte 
angedeutet sind, sprechen sich bei der Bernoullischen Funktion 
durch Summen aus.» Wir glauben jedoch, dass damit zu viel 
behauptet ist. Wir können nur folgende Analogien finden: 

n— 1 
X 

1. x K 1-fx) — 1 ( n ? x ) = ( n _i); als Analogem zu 

— — — — : — a oder allgemein 
i (a) 

r-1 n_i 4 ) 

X (n, r -j- x) — x (n, x) — ^y ] \\i a ^ s Analogon zu 



— 8 — 






2. # (n, 1 — x) -j- ( — l) n x (n, x) = als Analogon zu 



sc 



r(l— a)-r(a) — -T 

smayc 

8. x(n,x) + x(n,x + — j+x(^n,x + — j + 

+ ^l n ' x + ^-) = ^=T^( n ' mx ) als Analogon zu 

r(a).r(a+— ).r(a+— V..-r(a+ n 



\2* 



n / \ n / \ n 

-f(na)n U 2 (2^) 2 . 

Die zweite von diesen 3 Beziehungen der %- Funktion ist 
aber allen ganzen Funktionen eigen, für welche die Beziehungen 
gelten 

f(2n,x)=M/;{(x— ^)"j und f(2n+l,x) = (x— g)?{(x~i) 

und auch die Eigenschaft, welche durch die 3. Gleichung ange- 
deutet ist, kommt vielen Funktionen zu. 5 ) 

Neben der Beantwortung dieser Fragen verspricht auch die 
weitere Untersuchung der Bernoullischen Funktion mit ge- 
brochenem Parameter ausgehend von dem Integral 6 ) 

1 /V y y" n 
x(n,x) = — . — I —± — dy, sowie die Aufstellung 

Am J e y — 1 



oo 



einer Eulerschen Funktion 7 ), d. h. einer Funktion, die mit den 
Eulerschen Zahlen in gleicher Weise zusammenhängt wie die 
Bernoullische Funktion mit den Bernoullischen Zahlen, interes- 
sante Resultate. 

Ohne weiter auf diese Fragen einzutreten, wenden wir uns 
zu einem andern Kapitel der Bernoullischen Funktion, zur Theorie 
der Integrale dieser Funktion. Ebenso alt wie die Bernoullische 
Funktion selbst sind die Untersuchungen über Integrale, in denen 
diese Funktion im Zähler des Integranden vorkommt. Zwar 



7 - 



finden wir in der Abhandlung L. Schläfli's über «Praktische Inte- 
gration» 8 ) nur die beiden Integrale 

1 



/ 
/ 



^(x,n)dx 



2n-f 1 
1 



i//(x,n-f-l) 



und 



ip(x,n)dx = ^<p(x,n) + (— l) n B n .x; 



n 



dabei bedeuten 

;>n+i 



11 



y>(x,n) 



X 



2n-fl 



X" ^^ , -g^hT} / 2n \ 2n-2h + l 

h = l v J 



und 



\p (x, n) 



2 n 2n-l 

X X 



11 — 1 



2n 



2(-l) h B h 



h = l 



2ll— 1\ 2n-2h 

2h— 1 ) X 



Uni »so zahlreicher treffen wir dafür solche Integrale bei 
Raabe. Aus seiner Schrift «Die Jakob Bernoullische Funktion», 
in welcher er für diese Funktion als Definition die beiden Gleich- 
ungen 9 ) gibt 



B"(z)- 



2m-j-l 
Z ^ 



B'(z) 



2m + 

1 /2m 
3 

2m+2 
Z ^ 



1 2 m i 1 / 2m\ ^ 2m — 1 

r— 2 Z +"2"V i J BlZ 



B 2 z 



2m — :{ 



+ 



(-D 



m-l 



m 



/ 2m 
\2m— 1 



B m z und 



1 ^m + i, _1 /2m+l 



2 m 



2m -f- 2 2 



Biz 

,ra— 1 



erwähnen wir die beiden Integrale 10 ) 

1 



/ 



B"(z+x)dx- 







2... + 1 1/11 „\2" + l 

2m+l »-U + ^ 
+ (2 + z) 2ra+1 + + ( 1 —1+ Z ) 2n, + 1 



/ 



und 



B'(z-f-x)dx 



o 



2m +2 



z 



2m + 2 



s2m + 2 



+ a+ z r^ + 



f (,— l + z) 2m+2 +r(-ir +1 B n+1 

welche er benützt zum Beweis der Gleichung 



— 8 — 



- f i Fr B'(nz)-B'(z)+B'( Z + i-) + B'(z + |-) + 



+ B' z + 



n-l\ (-1) 



in 2 m + 2 

n - 



2m~f-l 



B 



m + l' 



n / ■ 2m-{-2 n 

Ferner hat er auch schon Integrale, in denen der Integrand 
das Produkt einer Bernoullischen Funktion und einer Exponential- 
öder trigonometrischen Funktion ist; so gibt er die Gleichungen 11 ) 



/ 



o 



/ 



B"(z)e az dz 



B'(z)e a *dz 



(2 m)! 



t 



a 



2m+2 



a — (e* — l)^(a) 



und 



(2m-fl)!f . | , . 

2m+a a — (e - 1) ^ (a) , wobei 

a i • \ 



o 



<P (a) 



2 +2! a 



B>a 4 B 3 a 6 . 

— -I — ______ _ ___ ._! — • • • • 

4! ^ (>! n 



• • • • 



(-1) 



111—1 



B 



ferner 

i 



(2 m)! 



in 2 m 

a 



/ 



.iu-l-1 



B"(z)cosazdz 



(-ir^(2m)l j 

a 2m+2 



a 



(i 



/ 



L M . a (— l) m (2m)! 

ß (z) sin az dz ------ ' v ' 







/ 



B' (z)cosazdz 



o 



/ 



i 



B' (z)sinazdz — 

o 

wobei 



a 2m+2 

(— l) m+1 (2m-f-l)! 

a 2m+3 

(— l) m + 1 (2 m + l)! 

a 2m+3 



ifi (a) (1 — cos a) ~- sin a 



iff (a) sin a ^- (1 -f-cosa) 



a 



ifi (a) sin a — --- (1 -f cos a) 



ifi (a) (1 — cos a) -™ sin a 



, . Bia 2 B2a 4 
J/'(a) = l 2j 1] 



Baa 6 
6! 



ELa 2 



111 



(2 m)! 



Im 3. Kapitel der nämlichen Arbeit wendet Raabe Inte- 
grale mit Bernoullischen Funktionen an, um andere Integrale 
zu lösen; auch unendliche Reihen drückt er durch solche Inte- 
grale aus. Er gibt zum Beispiel schon die Gleichungen 12 ) 



2 1 (— l) m+1 J2«£__ /•' cos£rzdz 

sm+i -= 2 " (2m)! J (7 ' } sin/rz 

r=l o 



und 



— 9 



^^ 1 , 1\ m+ ^ / p>// f x sm ^ z dZ 



r = 1 * (2m)! (2' m — 1) J v cos TT z 

Die gleichen Summen drückt er auch durch analoge Inte- 
grale zwischen den Grenzen und ^ aus. 

Aus seiner 2. Abhandlung über die Bernoullische Funktion 
«Zurückführung einiger Summen und bestimmten Integrale auf 
die Jakob Bernoullische Funktion» kommen dann noch die 
beiden weitern Integrale 13 ) hinzu 

i 



(2 m)! 
(2 m + 1) (2 m +2) (4m +2) 



B" » (x) d x =- M _ , ^^JT"[' ttttthx B 2 „+1 und 



/ 



(2m + l)! „ , B a , 





1 j ~~ (2m + 2)(2m+3) (4m + 4) 2m+2+ (2m+2) 2 ' 

o 

Es ist Raabe in dieser 2. Schrift mehr darum zu tun, 
bestimmte Integrale anzugeben, deren Wert sich durch Ber- 
noullische Funktionen ausdrücken lässt. 

Schlömilch, der in einer Abhandlung, betitelt: «Über die 
Bernoullische Funktion und deren Gebrauch bei der Entwicklung 
halbkonvergenter Reihen» , die Bernoullische Funktion durch 
die Gleichung u ) 

^(z,m) = D"(v-^ — -) 

\ e — 1 /v=0 

definiert, befasst sich nicht mit Integralen dieser Funktion. Es 
finden sich bei ihm bloss die beiden Gleichungen 15 ) 

2 o'^ n 1 

^(z,2n— l)dz = (-l) n -^— B 2n -i und 

n2 



o 



/ 



V(z,2n)dz = (_l) n JLb 2 „-i. 



ü 



Eine grössere Anzahl von Integralen mit Bernoullischen 
Funktionen treffen wir bei Berger in seiner Abhandlung: «Re- 
cherches sur les nombres et les fonctions de Bernoulli.» Er gibt 
als Definition der Bernoullischen Zahlen die beiden Gleichungen l6 ) 



— 10 — 

IM 

B(0) = 1 und 2"^hT^" =0 für m = 2 

h = l 
und für die Bernoullische Funktion 

m 



, , ^ B(m-h )z h 

<p (z, m) — 2^ h? 



h = l 
Durch partielle Integration gelangt Berger zu der Formel 17 ) 



IC — ac 



<p (z, in) e~ az d z — -^ r - ^i <p (c, h) a h_1 



m 



m — 1 

ac 



+ * * S B ( h > ah ; m ^ 



a h=0 

wo a und c ganz beliebige Grössen bedeuten, ausgenommen ist 
der Wert a = (). Aus dieser Gleichung ergeben sich folgende 
Resultate 

<p (z, m) e~ a '' d z — , ^, B(h)a h in > 1. 



/ 



y m 1 1± t\ y - = — 

m+1 

h=0 

m— 1 



o a h=0 



I <p (z, in) e '' c ° 8 cos (z sin ip) d z = ^, B (h) cos (m -f- 1 — h) i/» 



h = l 
m— 1 



^ (z, m) e x ( ° 8 ^ sin (z sin i/j) d z = ^, B (h) sin (m + 1 — h) */' 
o h=0 

fco 
y(z,m)e~~ a/ dz — 
e* 1 

ö 

c°° -/ i 

lim I <p (z ? m) e z d z — r- 

"i —• co J e 1 



Schliesslich sei aus dieser Arbeit noch das Integral erwähnt 

f(p (z, in) e 7r/l dz — — , wo h = ganze Zahl. 
(2h7£ri) m 

Über die Bernoullische Funktion hat auch Sonine 18 ) ge- 
schrieben; in einer Abhandlung, betitelt: «Sur les polynömes de 
Bernoulli», geht er aus von der Definition 



— 11 — 

Wi (x -f- 1) — <p\ (x) = i x i_1 und <pi (0) = 0. 
Uns interessieren hier bloss die Integrale, in denen diese 
Funktion auftritt; an solchen sind zu erwähnen 

, N 2r7iix j n! 1 £ 

<p n (x)e dz — -- — - ; ferner 

(2r/r) 

) ^2m+lW C0t 8^ xdx = 1 ~ I ^2m( X ) L °g sill7rxdx 



ö fr 

111 



(-irB ni (2m + l) L ° g2 



(2m + D! %? a 



oo 

2m — 1 



Wir kommen nun zu den Arbeiten Renfer's. In seiner 
Imaigural-Dissertation : «Die Definitionen der Bernoullischen 
Funktion und Untersuchung der Frage, welche von denselben 
für die Theorie die zutreffendste ist», weist er nach, dass die 
Definition der Bernoullischen Funktion nach Schläfli gegenüber 
denjenigen, die von Raabe, Schlömilch und Glaisher aufgestellt 
wurden, bedeutende Vorzüge besitzt und dass sie sich für den 
weitem Aufbau der Funktion am besten eignet. Bei seinen 
Untersuchungen stösst Renfer des öftern auf Integrale mit 
Bernoullischen Funktionen; so dient ihm zur Herleitung der 
Fourierschen Reihen das Integral 19 ) 

A = l o 



*(n,")}-2 



1 -j- i cotg (<p — w) 7t 



d<p 



oo 



>^ 1 

und für die Summe ^, 2n . L gibt er das Integral 20 ) 




1 m 2m f l 

Renfer hat dann in einem besondern Abschnitt 21 ) seiner 

Dissertation eine grössere Reihe von einfachen Integralen mit 

Bernoullischen Funktionen bestimmt. 



— 12 — 

Aus dem Vorangehenden geht zur Genüge hervor, dass 
eine grosse Zahl von Integralen mit Bernoullischen Funktionen 
bekannt sind; das Störende dabei ist bloss, dass so viele De- 
finitionen im Gebrauch sind. Eine grössere einheitliche Zu- 
sammenstellung von solchen Integralen ist Zweck der vorliegenden 
Arbeit. Von der Richtigkeit der Untersuchungen Renfer's über- 
zeugt, wählen wir die SchLäflische Definition der Bernoullischen 
Funktion. Gerade die Bestimmung von Integralen zeigt auf das 
Deutlichste die Überlegenheit derselben. Bei keiner andern 
Definition nimmt der Differentialquotient der Bernoullischen 
Funktion eine so einfache Gestalt an wie bei dieser; es ist 

nämlich 22 ) d *( n , x ) — x (n— 1, x). 

dx 

Diese Beziehung ermöglicht in zahlreichen Fällen die Auf- 
lösung von Integralen durch partielle Integration. 

Wir werden im folgenden 3 Methoden der Integration an- 
wenden: 1. Einsetzung der Summenformel, 2. partielle Inte- 
gration und 3. Einsetzung der Fourierschen Reihen. Behandeln 
wir ein und dasselbe Integral nach der 1. und 2. Methode, so 
gelangen wir zu identisch gleichen Resultaten. Durch An- 
wendung der 1. und 3. oder 2. und 3. Methode nehmen die 
Resultate verschiedene Gestalt an, und es liefert die Gleich- 
setzung derselben neue Beziehungen. 



1. Kapitel: Integration durch Einsetzung der Summenformel. 

Es sei x ( n ? x ) die n te Bernoullische Funktion nach Schläfli's 
Definition 23 ), also der Koeffizient von y n in der Entwicklung 

XV 

y e . 

des Ausdruckes — -„ ; wir deuten dies auf folgende Weise an 

e* — 1 

xy 

x (n,x) = [y n ] in ^ e ; 

e' — 1 

es sei ferner f(x) eine im Integrationsintervall endliche und 

stetige Funktion von x; dann soll der Wert des Integrals 

b 

Z(n,x)f(x)dx 



/ 



a 



— 13 — 



bestimmt werden. Nun haben wir für x(n, x) die Entwicklung 24 ) 

/ \ 1 J » n n _i . ,| SJ , i^-i/n^T) 11-2;. I 
* (n ' x)== ¥! x — 2" x +^(- X ) Uij BiX I 



JyAn, 



Setzt man diese Summe im Integral ein, so erhält man 

1 



x)f(x)dx = 



n! 



J V f 



(x)dx — 



w.h""< 



17x)dx 



a 



a 



K- 



n 



(1) 



I X(n,x)f 



Auf diese Weise ist das Integral 



f(x)dx auf eine 



endliche Summe von Integralen von der Form I x r f(x)dx zu- 



/ 



a 



rückgeführt; lässt sich der Wert dieses letztern angeben, so ist 
auch das erstere bestimmt. 



§ 1. 

Es möge das Verfahren an dem Integral 

x m /(n,x)dx 

gezeigt werden; nach Gleichung (1) wird 



f 



fx(n, 



x)x m dx = 



h\f*~**-Tf 



X 



m-fn— 1 



dx 



a 



a a 



.m-fn-2A 



dx 



a 



oder unter der Voraussetzung, dass m > 



r 1 

J X(n»x)x m dx=.^j' 



p m-{-n-{-l 



n x 



m+n 



a 



m-j-n + 1 2 m-]-n 

m-|-n— 2^+1 ^b 



+2(-« M B,(i) ;n g 



■2X+1 



oder 



f\ , ,„, 1 lb" 1+n+1 — a m+B ' 

/ y n.sjx dx = — ,\ r- — tt — 

J M ' ' n! | m+n+1 

+2(- 1 )-( 2 "> 1 



2 m + n 



, + .- w , w 



m-)-n— 21-f-l 
Für a==0, b = l und n|2n-f-l gesetzt, wird 



y"i(2ii + l,x)x-dx = 



mfl— 2n)— 2n(l+2p) 



(2n + l|! |2(m4-2n-(-l)(m+2n + 2) 

.■«.„.-./an-t-iX b, 

T ^J k ' V 2i /m+2n— 2.1+2 

Für a=*lt, b = l und n|2n gesetzt, wird aus (2) 

/" , , m, _ 1 j m(l-n)fn(l— 2n) 
J z| - n ' x,x ax — (2n)I j(m+2n)(m + 2n-t-l) 

+ |'-"'-( 2 2;) m+ 2n-'2, + 1 [ W 

Setzt man in den Gleichungen (3) und (4) x = l — x t und 
berücksichtigt die Beziehung 

z(n,l-x)-(-l) - z (n,x), 
so erhält man sofort, wenn man zugleich den Index weglässt, 

y z (2n + l,x)(l-xrdx = -y" z (2n+I,x)x"dx (5) 



y z (2n,x)(l-xfdx=y z (2n,x)x"dx. 



I, Die drei bekannten Integrale* 5 ) 

f" x"dx _ 1-3-5 (2r— l)a " a_ 

J v/^ 1 ^?"" 2 - 4 - 6 ( 2r ) ' 2 



(6) 



v ! '+'d 



■ 4 ■ C (2r) 



VV=? S-S-7 Pr+1) 



— 15 — 



/ 



a 



dx 



7t 



o 



Va*— x* 



führen zu den folgenden beiden Integralen 



/ 



*(2n,x) 



dx 



TC 



a 



n 



a 



2n-l 







y/ a 2_ x 2 2 }2 2 .4 2 ....(2n) 2 n l 2 .3 2 .5 2 ...(2n-l) J 



n—1 



+(- 1 » n " , MT+2<- 1 »'" 

/ 



B 



a 



2n— 2 



(2A)! 2».4 a ....(2n— 21) 



(7) 



z(2n+l,x) 



a 



2n-fl 



(» 



y/ a 2 — x 2 l ä .3 s .5 2 --..(2n+l) ! 

a" 



7T 



2 n 



4 2 2 -4 2 



(2n) 2 

2n— 2A + 1 



r ^T j (2/i)! P-3 2 .-..(2n — 2/i-f-l) 8 



(8) 



x=i 



II. Ausgehend von dem Integral 26 ) 







x r Logxdx = — 7T~7~7\2' w0 r = pos. ganz 



M-iy 



und > 1 ? und für r = 



ß 



ogxdx 



gelangt man zu 



o 



j z (2n + l,x)Logxdx^^X2)! 



o 



2n*+2n-f 1 
2(n+l)(2n+l) 



"^■Äl 1 ' 2n-2A-f-2 



/i(2n, 



x)Logxdx = 



4n 2 +l 



o 



(2n-fl)!|4n(2n + l) 



2n + l\ | (10) 
~ r ^ y } 2n— 2/H-l 



— 16 — 



Duivh die Substitution x = 1 — Xi erhält man 
y z (2n-|-l,x)Log(l— x)dx y z (2n+l,x)Logxdx, (11) 

II 

/ #(2n,x) Log(l — x)dx = / x(2n,x)Logx dx. 



(12) 







o 



Aus (11) und (12) folgt weiter 



/ x(2n + l,x)Log(l— x)xdx= / x(2n,x)Log— ^dx = 0: .(13) 



o 



o 



ferner erhält man 



j *(2n-fl, x )Log -j^-dx = ^ 



2 



o 



(2n-f2)! 



ii 



2n 2 -f-2n-f-l 
2(n + l)(2n+l) 



/ 



X (2n, x) Log(l — x) x dx 



+2(-i) ; - 

2 



'2n+2 
21 



B: 



(14) 



2n— 2A+2 
4n 2 -fl 



o 



(2n-f-l)! { 4n(2n-f-l) 

^ÄT l > 2n— 2A+1 



(15) 



Wählt man als Ausgangspunkt das allgemeinere Integral 27 ) 
1 x n (Logx) m dx = ( — l) r 



(n+l) 
so werden die Resultate der Summation 

x(2n + l,x)(Logxrdx^ ( ~ 1 ^";; j— i 



m+1 ' 



/ 



n+l 



o 



(2n+2)! I (2n-|-2) m (2n-f 1) 



m 



n 



/2n + 2\ 
t-x \ 2X ) B > 



I 



jg (2n— 21+2) 



(Iß) 



m 



x (2n ? x)(Logx) ra dx=(-l) m 



m! 



o 



(2n-fl)! 



n 



h-2<-^ 1 -* 



(2n + lf 

2n + l 
21 



2n+l 
2(2n) m 



B 



(17) 



x=l 



(2n— 2A+l) n 



1 



l 

* 



4 



17 — 



III. Summiert man ferner das Integral 28 ) 

in! 



/ 



/ 

o 



oo 

x a dx 



(Log a) 



m-f-l ' 



so findet man 



oo 



x(n,x)a x x n dx = 



o 



n!(Loga) 



ni-{-n-|-i 



(m+n)! 



n 



(m-f-n — l)!Loga 
L-i / « \ 



(18) 



+2 (- 1)" _1 ( 2 " ) (m+n-2 J)! (Loga) 2 * B, 



/ 



X—l 

Spezialwerte dieser Gleichung sind 

1 L 1 



oo 

x(n,x)a~ x dx 



o 



(Log a) 



m-fl 



Loga 



B 



+2^ 1 ^ 1 w (Loga)2 " 



(19) 



f 7(n,x) e-'dx = 1 +2 (-1)' _1 



B 



(2 X) ! 



(20) 



o *=1 

IV. Das Eulersche Integral 1. Art 1. Form 29 ) 



f 









a— 1 



b-1 



r(i- x r i dx 



.a— 1 



b— 1 



r(l-ir z (n,x)dx 



n T(n-fa— 1) 
2 r(n-J-afb-l) 



+2<- i > 



A=l 



r(a) . r(b) 

T(a+b) 

r(b) { r(n+a) 
r(n+afb) 

L-1 / n \ r(a+n-2X)B A 
,2X/ r(a+b+n— 2A) 



liefert 



n! 



(21) 



Setzt man hierin b = 1 ? so erhält man ein mit den Gleich- 
ungen (3) und (4) übereinstimmendes Resultat; für a = l wird 
Gleichung (21) zu: 

J Z (n,x)(l-x) b 1 dx== b(b+1)aB-(b+n) -g.^ b+1)---(b+n _ 1) 

B A i 



o 



+2 ( - i); " 



i=i 



(2A)! b(b+l)-..(b+n — 21) 



■ (22) 



Ersetzt man hierin b durch in-j-1 und n durch 2n be- 
ziehungsweise 2n-J-l, so erhält man die beiden Gleichungen 



r> 



z(2n,x)U— x) m dx = 



(m- r -l)(ni+2)-..(m+2n + l) 



2 (ni + l)(m- r 2)---(m + 2n) 
..1-1 a * 



"*"^ ( (2^)! (m+l)(in-|-2)---(m+2n-2* + l)' 

| Z(2n + l,x)(l-x)"dx = ^ i -j 



n-f l)(m-f-2)---(m+2n-j-2) 
1 



2 (mfl)(m + 2,...(m-t-2n-f 1) 

+ y (_ 1)'- 3 1 

T Ä k ' (2-1)! (m+lKm+2)...(m-|-2n— 2-1+2) 

Vergleicht man diese beiden Resultate mit den Gleichungen 
3—6, so gelangt man zu den identischen Beziehungen 



m(l — n)+n(l — 2n) 



+2<- i >'~ 



(9n)I | (m+2n)(m+2n+l) ^^ " m+2n-21+l J 

= -(m+2n-l) y D'-'-SL- (23) 

2(m + l)(m+2)---(m+2n+l) T ÄT ' (21)1 l J 

1 

(m+l)(m + 2).--(m + 2n— 2*+l)' 

f2n + l\ u 

2n(l+2n)-m(l— 2n) ^ i V 21 

) +^l l ' n 

m+2n 

— 2(m + l)(m+2)---(m+2n + 2) 

+y (_i)»-' 3 

So liefern z. B. beide Seiten der Gleichung (23) 
Br n = 1: 2!(m + l)(m+2)(m+3) 



(2n+l)! |2(m+2n + l)(m+2n+2) '4 l ' m+2n-2;. + 2 



— 19 - 



des Integrals / % (2, x) (1 — x) m d x darstellt; 

o 



für n = 2: 



1 B 2 



12(m-f-3)(m-j-4)(m + 5) 4!(m-f-l) 
und dies ist der Wert des Integrals 



/ 



1 

m 



z (4,x)(l-xrdx. 





Wir verzichten darauf, weitere Beispiele, wie man sie z. B. 
durch Summation der bekannten Integrale 30 ) 

°° x c -Mx r(c) T(d) 



(i+x) c+d r(c+d) 



/ 

I x a - 1 (l+x) n dx = 2isina/ r — f^il) 
J K ^ ' /*(a+n+l) 



■■CD 



I e x x a x dx = 2isina/rr(a) 



erhalten könnte, anzuführen und wenden uns nun zur partiellen 
Integration von Integralen mit Bernoullischen Funktionen. 



2. Kapitel: Partielle Integrationen. 

Es sei f (x) eine beliebige Funktion von x, die mit allen 
ihren Derivierten im Intervall a bis b endlich und stetig bleibt; 
dann stellen wir uns die Aufgabe, das Integral 



f(n,m)=| x(n, 



b 

m 



x)f (x)dx, wo 



a 



f m (x) = — bedeutet, zu lösen. 

dx 



— 20 — 
voraus, dass m > n; dann folgt durch partiell« 

:(n,x)r _1 (x)[— | z (n-l,x)f~'(x)dx oder 

f— >) — x (n,a) f -1 (a) - p(n— l,m— 1) oder 
-l,m— l) = z (n,bjf m - '(b) — z (n,a)r _1 (a). 
lierin der Reihe nach 
erte n, n — 1, n-2, ■ ■ -4, 3, 2, 1 
» m,m — l,m — 2,---m — n-|-4,m — n-f-3, 

m — n-f-2, m — n-f-1, 



ni~l) = z (n,b)f™^ 1 (b)- z (n,a!f— 1 (a) 
f(n-2 l n-2).[(n-l,b)r'(b) 

— j(n-l,a)f"- J (a) 
y)(n — 3,m— 3) — z(n— 2,b)f n,_3 (b) 

-;t(n-2,a)r-"(a) 



9> (3, m - n + 3) = z (4, b) f - +3 (b) 

- Z (4,a)l— '""(a) 

y(2,m-n+2) = z (3,b)f-"+ 2 (b) 

- Z (3,a)r- n+! (a) 

p(l,m-n + l) = z (2,b)f— +'(bl 

- z (2,a)f— +'(a) 

P (0,m-n) = «(l,b)r-(b) 

- z (l,a)p-(a) 

n wir jede Gleichung mit der angedeuteten 

und addieren das ganze System, so folgt 
n—1 

y(0,n.-n)=2<- 1 >'|z< n - i > b ) r " i ~>> 

-*(!•-*, aJf-'-'la)} 



(-1)' 
(-1)' 

(-1)" 
(-»"- 
(-1)" 
(-1)- 



= [ f—(x)dx = 



"»-«"- "(a); 



— 21 



diese beiden Posten können wir ebenfalls unter die Summe 
bringen und erhalten dann 

y z (n,x)f , (x)dx=2(-l) i {z(n-*,b)r- i - 1 (b) 



x=o 



Ä (n-A,a)f^ x - X (a)}. (1) 



Setzt man m = n-f-l, so folgt bei Umkehrung der Reihen- 
folge der Glieder in der Summe 



r h n f 

Berücksichtigt man die Gleichungen 31 ) 



(2) 



*(0,x) = l, Z (l,0) = - 



z|1 't)^-t 



z |l,i)=0, Z (l,l)=-i, Z (2n + l,0) = x(2n+l,-i- 



z (2n+l,l) = (-l)"- 1 



OO 



k 2n-fl 




: z (2n + l,l) = 
(-l) r 



( 2 «) + S(2r+1) 



k 2n-fl 



« 1 B« 

L n — 1 n 



x (2n,0) = z (2n,l) = (-ir i -p^ T ,- X ^2n,-i- 



= (-1) 



2 2n-l_ 1 B 



i2n— 1 



z (2n f iW(-ir^ 



2n— 1 



-1 Bn 



(2n)! 



An— 1 



(2n)! 



so gelangt man zu folgenden Spezialfällen 
yi(2n,x)f 2n+1 (x)dx = f(l)-f(0)-i-f ( i ) _^f (0 ) 







n 



+2(- i )*" 1 ( f2 ^)- f >)) 



B 



(3) 



1=1 



(2*)! 



J 




/"Jf(2n + l,x)f 2ll + 2 (x)dx = -f(l)+f(0)+i-f(l)H-i-f(0) 



n 



+2(- i )M f2; "( i )- f2 "(°)l 



A=l 



Bx 

(2*)! 



W 



— 22 — 



Vergleicht man (3) und (4), so zeigt sich, dass 
y 1 x (2n-{-l,x)f 2n+2 (x)dx=-y*i(2n, X )f 2n + 1 (x)dx, 



was man auch sofort durch partielle Integration erhält. 

i 



/z(2n, 



x)f 8 " +1 (x)dx = f(i)-f(0)-if(0) 







n 



+2c-D'- 



1 f 21 fil + f x (0) 



(21 



ül-1 



1=1 



B 



(2J) 



y'x(2n-fl,x)f 2n+2 (x)dx = -fQ)+f(0)+Af 



(0) 







11 



+2(- i )"~ 1 



A=l 



2 '" U^Wlj + *"*((>) 



p2A, 



»2/- 



B 



(2fl! 



Auch hier dient die Beziehung 
i i 



/x(2n+l,x) f n+2 (x) dx = -y x 2 (2n,x)f 2n+1 (x) d: 





zur Kontrolle. 
i 



o 



y , x(2n,x)f 2 "+ 1 (x)dx = f(i)-f(0) + if'(|)-^f'(0) 







n 



+2(-d 



l\ 



^=1^(|) + ^(ö) 



B 



(2A)! 



n-1 oo 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



(9) 



Das entsprechende Integral mit der ungeraden Bernoulli- 

schen Funktion bestimmt man durch partielle Integration 
i 

/I(2n+l,x)f 2 "+ 2 (x)dx = x(2n + l^)f 2n+1 (l) 

ü 

— f /(2n, x) f 2 "* 1 (x) dx oder 



o 



23 



— • 2f 2n+1 f— ^«2Ü 

/ J(2n+l,x) f^dx^-ir 1 -^^ "^Lr 





1 



s ph-d* 



-/z(2n,x) f 2n+1 (x) dx = - f (I) +f (0) -| f (1) 

° n ( ai _i ' (10) 

+ |f (0) +2 (- 1 )" 1 ^f 1 f2 "(l) +*"«>> 



(2JI)! 

II CO 

^ A *i r2*-f2r4-l)l 2i+l W 



Es soll nun das Verfahren an einigen Beispielen gezeigt 
werden. 

§i. 

Es sei f(x) =/(2m-f-2n-f-l,x), dann ist 

d : 



,2n+l 



f(x) = z (2m,x) 



■i 2n+l 

dx ^ 
und es wird nach Gleichung (3) 

y > x(2n,x) z (2m,x)dx = ? (2m + 2n + l,l) — Z (2m+2n + l,0) 



o 



i z (2m+2n,l)-| z (2m+2n l 0) 



II 



+2 (- 1 )"" 1 f z(2m + 2n-2A+l,l) 

— z (2m-f2n— 2/1+1,0) [ 



(2A)! 

Hier werden aber alle Glieder zu mit Ausnahme des (3) 
und (4), so dass zufolge der Gleichung 

X (2n, 1) = x (2n,0j = (-1)»" 1 J^L. wird 

/; ( 2n ) x),(2m ) x)dx = (-ir^- ( ^^ r , (H) 

' 



/ 



— 24 — 
Dieses Integral sowie der Spezialfall m.= n desselben 

1 [ z (2n,x)] 2 dx = -^- (12) 



wurde schon von Renfer angegeben. 32 ) 
Nach Gleichung (5) erhält man 

+ l,x) / (2m-l,x)dx = (-l) m+n - 1 ^ P£V, 

1 ' .' AK ' J v J (2m-}-2n)! 

o 
und wenn man m durch m-J-1 ersetzt, 

'x(2n + l,x),(2 m -M,x)dx = (-ir+ n (2m ^ 2 ^ 2)! (13) 

mit dem Spezialfall m — n 

/ \ x (2 n + 1, x)] 2 dx = -3^-- (14) 



Ferner folgt aus Gleichung (6) und (8) 
/^2n+l,x),(2m + l ? x)dx = (-ir +n l (2m ^; + | 2)! (15) 



ji(2n 



/ 





1 



~2" 1 "R 

/r»_ __\ _/r» __\ j __ ( -t \m-j-n ■*- m-}-n 



J x (2n,x) x (2 m ,x)dx = (-ir n j (2m -- 2 ° n)! . (16) 

o 

Wählt man f(x) = x (2m-f 2n-|-2,x), so liefert Gleich- 
ung (3) 

ri(2n,x)*(2m-fl,x)dx = 0, 38 ) (17) 

und Gleichung (6) 
i 

2m + 2n+2 



.0< 2 " 2 



n 



x) x (2m + l,x)dx = (-l) m +-- 1 „ 2m+2n + P 



R ^.oJm+äii-ai+l I n2H 1 



(2m+2n-f2)! ' v ' *d. 2' 



"R "R 



l 



(2m+2n— 2A f 2)! (2l)l 



— 25 



§2. 
Wir betrachten ferner folgendes Integral 

l+2 Lo g r(i+x) 







dx 



2n+2 



x(2n,x)dx. 



Bekanntlich ist 84 ) 



oo 



fLogra+ = ( _ ir(n _ 1} ,v _J__ 

dx n l ,K '^(x + X) n 



und 



dLogr(x) 



S£a = r W+ .(.4 + (|- I i I ) + (J- i ^ + - i 



daher wird 



dLogr(l-J-x) 



dx 



d Log r(x) 



dLogr(l + x) 
dx 

d n Lo g r(i+ x) 

dx n 
d n Lo g r(l-f-x) 



i— i 



x— 

dLogr(x) 
dx 



dx 



= r(i) 



Ix— 1 



= r(i) + i 



x— *J 



(— l) n (n-l)!S n 



x=0 



dx n 



(-1)>-1)!(S„-1), 



dabei 



x=l 



bedeutet 



n | n "T" ^n "T" «n ~T~ ^n ~T* 



Setzt man nun in Gleichung (3) 

dLogT(l+x) 



\ 



/ 



V«+2 



f(x) 
Logf(l+x) 







dx 



2n-f2 



dx 



/(2n,x)dx = 



so wird 



dLogr(l-f-x) 



dLogT(l + x)| _ 1 

2 



dx 



lx=0 



d 2 Logr(l+x) 



dx 



2 



x=l 



1 

2 



dx 
d s Logr(l+x) 



dx 



2 



x=0 



n 

+2 



J , «u-il r J^Logra+x)] [ d 2 ^Logr(l+x)l | J±_ 
i ( ' IL dx 2 ^ 1 J x=l l dx 2A+1 Jj (2A)I 

1 X3Z0 



26 — 



= r(i) + i-r'(i)-i-(S 2 -i)-i-s 2 

11 

+2 (- 1 )*" 1 1 - ( 2 *) ! ( S 2, + i - 1) + (2 *) « S 2 . + i I "Ar 



l,2ii+2 n 



/ ^-^W -%(2n ? x)dx=g--g-+^(— l) x B A . (19> 

A=l 

Das entsprechende Integral mit der ungeraden Bernoullischen 
Funktion findet man durch partielle Integration; es lautet 

pd^+ 3 Log(l+x) 



jf(2n+l,x)dx 



,2n+3 

>+2 



dx' 

= _ r d 2n ^Log(l +x) 
'./ dx 2n+2 





z (2n,x)dx. (20) 



§3. 
Wir wenden uns nun etwas eingehender dem Integral 
/ x(n,x)e~ ax dx, W o a und c beliebig, a jedoch nicht = () y 



o 
zu und setzen zu diesem Zwecke 



f(x) = e ' , so dass also 

ffx) = (-l) B a"e-* x . 

Wir erhalten dann mit Zuhilfenahme der Gleichung (2) 

n n 

l-f-l I /• \ AI T 

a 

Ö A=0 A=0 

Geht man zur Grenze über für n = oo, so folgt 

CO oo 

„Ü m an+1 /*( n > x ) e ~ aXdx ^^ 

nun gelten aber die Beziehungen 35 ) 



ii n 

i u+1 J x(n,x)e- ax dx=2 iftOla'-e-^^cla 1 . (21) 



OO 



2*(*,0)a A = -^— und 



— 27 — 



OO 



2 * & °) 



a' 



ae 



ac 



A=0 



> a -l 



eingesetzt gibt 



lim a n+1 f C X (n, 





x)e~"* x dx = 0. 



(22) 



Setzt man in Gleichung (21) c = oo ? so folgt, da 

{x(n,x)e~ ax } x=oo =0 



n 



a n+l f x (n, x) e" ax dx -^ * ^ °) a *' 



(23) 



A=l 

und wenn man hier zur Grenze übergeht, 



/OO 
%(n,x)e~"dx = a ■ 
e — jl 

o 
Spezialfall : a = 1 

lim fx (n, x) e~ x dx = — ^- = 0,5819767069. 



(24) 



.(25) 







roo 
_ *c 



Setzt man in der Gleichung i23) n = 2m, so erhält man 

m , _ B, .,1 

(26) 

Ü5/,)! I 

yt=l 



X(2m,x)e dx — 



a 

ö 

und analog findet man 

»OO 

/(2m+l,x)e~ ax dx = 



2m+l 



H+ 



^ (_1) (2A)! a j 




2m+2 



a 



m 



i-|+2 1- 1 ^ 1 

X=l 



B 



(2/i)! 



X a 2i 



•(27) 



Für a = 2rta, wird hieraus infolge der Beziehung 86 ) 

* (2«)" = 2& 



(2X)! ' ' . 2A 

/»OO -j /»OO 

j z i2m + l,x)e- 2 " ,x dx = -g^J *(2m,x)e 





— 2h7tx 



dx 



m 



(28) 



(2 a 



-1=55- l-a*+ 2^ (- 1)^ ^ * n \ 



Die Substitution a = cos t// -f- i sin xp führt nach Trennung 
des Reellen vom Imaginären zu den 4 Gleichungen 



x(2m,x)e _, "™'''cos(xsin(/i)dx = cos(2in+l)t/j — ^cos2nn/i 
° .£, B ,29) 

I x(2m,x)e I00e sin(xsini/i)dx — 9in(2m+l)t/' — ^sin2ni4r 

+^(-l)'- , sin(2m+l-21)v--^ 1 j r 

I z(2m-J-l,x)e~ xcoa,( 'cos(xsini/r)dx 

= oos(2m+2)^-icos(2m + l)« (31) 

+2(-l)""'cos(2m+2-2i)* 1 ^| T , 

I z (2m+l,x)e- ,ro "'sin(xsini(;)dx 

= sin(2m+2)^-|-sm(2m + l)v (32) 



+2 (-D' ™(2m+2~2i) ,,,-pij. 



(2*)! 

Die Resultate dieses Paragraphen wurden schon von Beiger 
>en. tT ) 



Setzen wir in der Gleichung (21) die obere Grenze c = 1 
und trennen die gerade Funktion von der ungeraden Funktion, 
so folgt 

P(2n,x)e-"dx= a3 J Tr {l-|--e- ,, (l+|-) 



n i 



(2^)! 

i=l 

Ersetzt man hierin a durch 2 an:, so geht die Gleichung 
über in 



29 — 




X(2n,x)e 



— 2a7rx 



dx 



, 9 \^i l-a^-e- 2a "(l + a^) 
(2a7r) l 

11 > (34) 



+ 2 (l-e- 2i,7t )2(-D' l ~ 1 S 2>l 



a 



21 



A=l 



Für die ungerade Bernoullische Funktion haben wir die 
Beziehung 



J x (2n + 1, x) e- ax dx = i- j\ [ (2n, x) e- ax dx. 

6 



(35> 



Die nämlichen Integrale zwischen den Grenzen und 



werden 



o 



X(2n,x)e dx 



ii 



2n+l 



a 



1 a 
1—g— e 



a 
~2 



f2(-i) i - i,i - L -" |2 ' i x 



j J(2n, 





A=l 



> — 2&71X l 

x)e dx 



i 



l + e 



^1 

A-l I 



B 3 a 2A 



\2l) 



? 



(36) 



(2 a tt) 



2n+l 



1 — a/r — e 



— a7T 



+ 22(-l)W 

A=l L 



1 + e 



9 2X--1 



»2A- 



-+] 



S*i* 21 



(37) 



und auch hier gilt die Beziehung 

" i 



f*~2 i r~2 

j x(2n + l,x)e- ÄX dx = -i / z (2n,x) 





Für a = 1 erhalten wir 
j / (2n,x)e- x dx=J 7 (2n + l,x) 



e dx. 



(38) 



e dx 







e — 1 



le— 3 



n 



i 



e 2e 






1)' 



L-l B >- 1 

(2/i)! 



(39) 



§6. 
rmel (3) 
f(x) = sinpx, wo p = beliebig, also 



(40) 



(21)! 



Es sei in Formel (3) 



f m (x) = p m sin(px-f--^J, speziell 

d 3 "+'f(x) ,„+,, ... 
dl »»f i = P (—1) eospi 

(— 1) p 3 sinpx; setzt man diese Werte i 



dx' 
der Gleichung (3) ein, so liefert sie 



/' , (— l)"sinp I p cosp + 1 
y(2n,x)cospxdx = - — jrj-, — *- { 1 — ■£ £ 
'<■ • ' ' p "+i | 2 smp 

2B,p 2 ' | 
w w| ,,der 

/;,2„,x,c„spxdx = tigEpj 1 -|c„tgE-|||;j ( 4 1 , 

Spezialfälle: es sei r = positiv ganz; dann wird 

m (_1)"- 1S8 > 

1. für p = 2ra: z (2n,x)cos2rnrxdx = !— ^-, (42) 

J (2r/c) 

2. für p = (2r+l)»: J z (2n,x)cos(2r+l)«xdx =0; (43) 

i' 

3. für p = (4r + l)|l:| 2 (2n,x)cos(4r+l)^dx 



(44) 

I, „■,„* V (4r + l)" a 1 
[(4r+l)*f 



±^^U^ I+ ^^ML 
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4. für p = (4r4-3)^-: I z (2n,x)cos(4r+3)-^dx 

o 



(45) 



n— l 2n+l 



(— l) n-l 2 



[(4r+l)«] 



2n+l 



Dasselbe Integral zwischen den Grenzen und y wird nach 
•Gleichung (6) bestimmt und lautet 






- 

2 ( — l) n sin|- 

x(2n,x)cospxdx== z—r* { 1 — 



2n+l 



2sin£ 



1=1 



^2 —1 &l 2 ) 

P " 



2 



21-1 



(2X)\ 



Wir erwähnen die beiden Spezialfälle 

2 (— 1) 

1. p = 2r7r: | x(2n,x)cos2r7rxdx = v 




n-l 



2(2r?r) 



2n i 



2. p=(2r + l)7T 



: I z(2n,x 



)cos(2r-f-l)^xdx 



(-i) 



n-j-r 



[(2r+l)«] 



2n-fl 



r-1 



l-H-l) M (2r + 1) 



7T 
¥ 



n 



+2 



fc 2Z— 1 



»U-2 



i(2r+l) 2A S 2;L 



Auf gleiche Weise gelangt man zu den Integralen 

i(2n,x)smpxdx = (-ir 1 -™- 

2p 



(-l)°(l-cosp) _^ B x p n 



A=l 




i(2n,x)sinpxdx=(-l) n l^P{l— |-cot.g|- 



n 




U 



;.=i 



B;.p 

(2*)! 



(46) 



(47) 



(48) 



oder 



(49) 



— 32 — 



Spezialfälle: Gleichung (49) geht 
1. für p = 2r*r über in | x(2n,x)sin2r;Txdx = 38 ), (50) 



o 



2. für p = (2r-(-l)7T über 



(-l) n 2 



in I *(2n, 

o 



x)sin(2r-|-l)7rxdx 



[(2r+l)^] 



2n-fl 



1 ^ (2i-+i) 2A s 2 ,l 



(51) 



;.=i 



r 



(-l) n 2 
[(4r 



3. für p = (4r-(-l)-ö- über in I /(2n,x)sin(4r-{-l)— ~— d: 

o 

_l) n 2 2n+1 f « VJ (4r+l) ai S., I 

+ l)nr] 2n+l | v ^ ' 4 ~-J 2 U_1 ) 

4. für p = (4r-|-3)— - über in I x(2n,x)sin(4r-f-3)-^— d 

u 

ä+r | x + («+«») -j- -^ — xn=i r 



(52) 



_(-lT2 



(53) 



[(4r+3)^] 2n+1 ( 

/2 (_l) n 

y(2n,x)sinpxdx = 2p+1 



1 — cos 



P 



n 



-2»+ 



2 n - 1 -l p 



2). 



(54) 



fc 2A— 1 



;.=-! 



B;, P 

2/ (23L)! 



Hier haben wir die 4 Spezialfälle: 

i 



1. p = 4r7r: I /(2n,x)sin4 



rrcxdx 



-^±f'-n^. 



(-ir x 4 

(4r«) 



(55) 



2. p = (2r-f-l)27r: / x(2n,x)sin(2r-{-l)27rxdx 



(-1)" 2 
[(2r+l)2*] 



2n-fl 




(2r + l) 2 *S 2jl 



>2 A— 1 



/=! 




— m — 



3. p = (4r + l)/r 



•• J J(2n, 



x)sin(4r+l)7rxdx 



(-D n I 



n 



2/ 



[(4r+l)*] 
i 



2ii+l 



1 — 




(4r+l)-'S 2; _ 



(57) 



.2/.-1 



/.= 1 



4. p = (4r+3)/i:: I x(2n,x)sin(4r+3)/cxdx 

ü 



(-1)" 



11 




2A 



(4r+3r A S 



2A 



»2/-1 



;.=i 



(58) 



[(4r+8)*] 2n+1 

Zu jedem der Integrale (41) — (58) gehört ein analoges mit 
der ungeraden Bernoullischen Funktion; man findet sie durch 
Anwendung der folgenden 4 Gleichungen, die durch partielle 
Integration leicht erhältlich sind: 



J i(2n 





-j-l,x)cospxdx 



-ffzP". 

o' 



x)sinpxdx, (59) 



r i r 

I x(2n + l,x)sin p x dx= — I /(2n,x)cospxdx, (60) 



i i 

I /(2n-j-l,x)cospxdx = I ^(2n,x)sinpxdx, 





(61) 



1 



C 1 i i' 2 

I x(2n -f- l,x)sinpx dx = — I /(2n,x)cospxdx. (62) 
«V P 5 

§6. 

Es mögen noch ein paar weitere Anwendungen der Gleich- 
ung (2) folgen. 

I. Die Setzung 

f(x) = («+ / yx) 4o+1 

führt zu dem Integral 







,2n 



+ ^x)-" z (2n,x)dx 



(2n)! | 



/ S 2n +M (4n4-l)! 



r I , 4n-fl 4n+ll 

[(a-\-ß) —a J 



2(4n)! 



7 [(«-M) 4n + « 4 1 



v63) 



3 



- 34 



ß, (-l/- l B;.^ ; - 



+2l (2*)!(4n-2il+l)! [( " " M ~ a J f 



Spezialfälle: 1. a = 1, /? = — 1 : 
f (l-x) 2n z (2n,x)d 



1 
x = 



(2n -f- 1) (2n +2) • • • (4n -f 1) 
* 1 1 



11 



+2 (-») 



2 (2n+ 1) (2n + 2) (4n) (64) 



(2i)! (2n + l)(2n-f2).-..(4n— 2A+1)' 

diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (22) des I. Kapitels 
(vergleiche Seite 17) überein, wenn man daselbst b = 2 n -j- 1 setzt. 

2. a = l, ß=l: 

(1-f x) 2 V2n,x)dx = (2n)! j ^_^_r_- 

" *> ^x*i . 1 C65) 

+2i (- 1 )' 



r« 



| 2 4n+1 — 1 2 4n +l 



(2A)!"(4n-2A+l)!j - 



II. Ausgehend von 



f(x) = — gelangt man zu dem Integral 

a-j-jix 

r r2 > dx _ i (i i_ 

J Ai ,X) (« + l *x) 8a+s /** n+l (2n + l)! I * ' a+it (66) 

n \ 

-ilj^hr+M +2 (- 1 ) iB ^ i [(^«n* -zM )• 

Diese Formel kann uns dazu dienen, die Gleichung (19) 
dieses Kapitels (vergleiche Seite 26) zu verifizieren; setzen wir 
nämlich a = r und /?=1, so folgt 

r (9 \ dx _ -i i i i , ir i , ii 

J Z^n,xj (r+x) 2n + 2— (2n+l)! I r + 1 r + 2 L(r+D* r f J 





n 



+2 ( ~ 1); ' _1 *' LirTI)^" - ?"kl ; 



4 
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:summiert man diese Gleichung für r = 1, 2, 3, • • • • ©c und be- 
rücksichtigt, dass 

oo 

( 2 "+ i ) ! 2 7 TW=-" Lo8r<,+x) 



dx 



2n+2 



ferner 



oo 



2 1 



r=l 



oo 



r{-l 



] 



2^\r sr (r4-l) s / 6 2 



r=l 



oo 



2 

r=l 



r 



1 

.2;+i 



(r+i; 



2;.+i 



i, 



so erhält man in der Tat die obige Formel. 

Setzt man in Gleichung (66) a — 1 und pl= 1, so findet man 



j /(2n, 





x) 



dx 



(l+x) 2n+2 (2n+l)! 



8 



n 



^J, ia _ l 2 2 ^ +l -l 



+^ (-D 



,2;.+i 



B, 



(67) 



III. Als letztes Beispiel betrachten wir die Funktion 

f(x) = - 7 =L=r; 

V^a-f bx 
<las Resultat der partiellen Integration wird 



(a + b x) 2 n+1 \/a -f b x b 2 n+l (4 n + l) ! I \/ a 

— !-_![ * + -J_l 

V'a+b * L\/(a + b) 8 \/a 3 J 



(68) 



ll 



+ ?(-l)*-i Bi(4 * )!b 



1 



(2A)!(2A) 



'" r i il 

!2 4; -[\/a 4 '+ 1 v'la+V^ 1 J| 



— m 



f X(2n, 

8 



Als Spezialfall erwähnen wir 

dx 2 4n+ \2n)! 



x) 



(l+x) 2n+ Vl + x (*n + l)! 8^2 



(2\/2-3) 



'^i O.IW (9. Jlt 9 6i l/9 I 



(69) 



/.= 1 



(2/i)!(2/0!2 6 V2 ]' 



Das entsprechende Integral mit der ungeraden Bernoullischen 
Funktion wird durch partielle Integration auf die Gleichung (68) 
zurückgeführt; es wird nämlich 

dx 

(a+bx) 2n+2 \/a-fbx 

2 r ,~ x dx 

x) 



jx(2n+l, 

8 



b(4n-}-3) 



f X(2n, 





(a+bx) 2n+ Va+bx 

Wir haben nun an einer Reihe von Beispielen gezeigt, wie 
sich Integrale, deren Integrand das Produkt aus einer Bernoulli- 
schen Funktion mit einer beliebigen andern Funktion ist, lösen 
lassen. Das Resultat war fast ohne Ausnahme eine endliche, 
gesetzmässig fortschreitende Reihe, vermehrt um 2 Posten, die 
sich dem Gesetz der Reihe nicht anschliessen, und die von der 
nullten und ersten Bernoullischen Funktion herrühren. Die end- 
liche Reihe enthielt stets die Bernoullischen Zahlen oder die mit 
ihnen zusammenhängende Reihe S n , jedoch so, dass immer, wenn 
die n te Bernoullische Zahl auftrat, auch die (n— 1) vorangehenden 
vorhanden waren. Wir wenden uns nun einer 3. Methode der 
Auflösung von Integralen mit Bernoullischen Funktionen zu. 

HL Kapitel: Integration durch Einsetzen der Fourierschen 

Reihen. 

Für die Bernoullische Funktion haben wir die Fourierschen 
Reihenentwicklungen 3Ö ) 



x (2n,x) 



(— 1)— x 2 



OO 



(2*) 



2n 




Z (2n + l,x) = 



(-1) 



n— 1 



oo 



eos2Ä7rx 

72n 



sin 2 X /z x 



< x < 1. 



(2*r) 2n+1 g it 



2n-fl 



i 



— 37 — 

Es lässt sich daher ein Integral von der Form J #(n, x) f (x) dx 
darstellen als a 

X(2n,x)f(x)dx= { ~%n 2 ^i-^ ff(x)cos2^xdx .(1) 

(An) *** k J 



a /=1 

oder 

oo 



C (— l) 11 " 1 2V i C h 

I x(2n+l,x)f(g)dx = v 2n+1 >T2^pr f(x)sin2>?7rxdx. 

%/ (Art) *** k *' 



(2«)' ;_! 

Lässt sich somit das einfachere Integral 



(2) 



ß 



smax , 



berechnen und angeben, so hat man bloss das Resultat zu 
summieren. Es ist noch zu bemerken, dass das Integrations- 
intervall zwischen und 1 liegen muss, dass also 

0<*<1 

sein muss, da nur für < x < 1 die Fourierschen Reihen Gültig- 
keit besitzen. 

Nach dieser Methode hat Dr. Renfer die Integrale gelöst, 
die er in seiner Dissertation angibt. 

§ i. 

Wir betrachten zunächst das Integral 



hf(2n, 





x)sinpxdx 



nach Gleichung (1) wird dasselbe 



I x (2n,x)smpxdx = — -L_%^ j cos2^7rxsinpxdx, 

(2 tt) jgjl j/ 





nun ist aber 



/■ 



. . , cos(a+b)x . cos(a — b)x 

cosaxsmbxdx = ^ — j-tt — — st it~> 

2(a-f-b) 2(a — b) 

darnach wird 



/ 



~, . , cos(2i/r — p)x cos(2^7r-f p)x 
cos2^xsmpxdx = 2(2X ) 2(2A^+p) 



— 88 — 



und 



f 1 1, • i cosp | 1 1 

cos2/,7irxsmpxdx = — ^- E - j ^- 



1 I 



p 2l7t-\-p 

1 | (cosp — l)p. 



2 \2k?t-Y> 2/*r-fp| (2^7r) 2 — p 2 
es «wird somit 

j oo 

/ /o \ • a ( i ,11-1 2p (cosp— 1)%^ 1 x 

I y(2n,x)sinpxdx = (— 1) — r - £ — ^ t —ö (3) 

J (2/r) 2n jg X 2n [{2lnf-^] V ' 

Spezialfälle: Gleichung (3) geht, wenn r = positiv ganz, 
vorausgesetzt wird, 



r> 




2. für p = (2r~f-l)7r über in 



x(2n, x) sin (2r -f- 1) n x d x 



oc 



=(-1) 



n 8(2r+iy 
(2«) 2n+l g ^ 2n [(2A) 2 — (2r+l) 2 ] 



7t 



I 





3. für p = (4 r --{- 1) -^ über in 



/(2n,x)sin(4r + l) 



7tX 

~2~ 



dx 



oo 



=(-l) : 



„ 8(4r+lV 
(2«) 2 " +1 ^ l 2n [(U) 2 -(lr-t-lf] 



7t 



4. für p = (4r-[-3) -^- über in 



fi(2n, 

5 7 



x)sin(4r-f-3) — ^ — dx 



oo 






(27r)' n+1 ^- r"[(4A) 3 — (4r+3 ä ] 
Auf gleiche Weise erhalten wir 

r 

I #(2n, x)cospxdx 

oo 

(2 ,*)' 



(4> 



(5> 



((>> 



(7) 



OO 

«r — /,— ött I cos2/<7rxcospxdxr 

2/ t ) 2n ^ l 2n J ■ r 
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durch Anwendung der Gleichung 



/ 



, sin(a4-b)x , sin(a — b)x 
cosaxcosbxdx — — <r- — j-rr — h 



2(a-|-b) ' 2(a— b) 

findet man I cos2A7rxcospxdx = 7?rr ^ — ^; daher wird 

.1 (zatvY — p 2 







r i y (2n ? x)cospxdx= = (-l) n 2pS1 f n p , S-^ (8) 

J &n) J"j l [VW*-? 2 ] 

Spezialfälle: 1. p = 2r/r; in diesem Falle wird zwar 
sin 2 r 71 = 0, allein es wird auch der Nenner des Summanden für 
X = r in der Summe zu 0, und wir haben zu untersuchen, was aus 

ü sin d 
^ . » „ für p = 2^/rwird: die Differentiation von 

(2/7TJ 2 — p 2 ^ 

Zähler und Nenner liefert 

( psinp | sinp-j-pcosp | 1 

1(2**0*— p» i P r 2/7r i ~2^ \- 2 7n ~2' 

wir erhalten somit 

| y(2n,x)cos2r^xdx = t ~ 1) 2n . (9) 

i) 7 



■, |z(2n, 



2. p = (2 r + 1) ?r, f x(2n,x)cos(2r + l)7rxdx = 0; (10) 



8. p = (4r + l)-^ f x (2n,x)cos(4r + l)^dx 



OO 



— ( — !) n ,„ .2n+l ^| ,2nr/i ^o " TTT^ ; C 11 ) 



kP 8(4r + l) 

(27r) 2n+1 £* A* n [(4J) a — (4r-f-l) 2 ] 

4. p = (4r+3)-J, f i(2n,x)cos(4r+3)^dx 



« 





OO 



n - 1 8(4r+3)^ 1 a2) 

' (2 7 r) 2n+1 f^ ^ 2n [(4A) 2 — (4r-f 3) 2 ] 

Die analogen Integrale mit der ungeraden Bernoullischen 
Funktion sind mit Hilfe der Gleichungen (59) und (60) des 
vorigen Kapitels (vergl. Seite 33) leicht aus den Gleichungen (3) 
und (8) erhältlich. 
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Wir erwähnen noch die nämlichen Integrale zwischen den 
Grenzen und -=-. So findet man 



/ 



2' 

i_ 

2 • (— l) n 2p 

#(2n,x)sinpxdx = 



o 



<2«) 



2n 



(—1) cosf + l 




/=1 



>T[(2,U) 8 — p 2 ] 



(13) 



Spezialfälle: 1. p = 4i"7r; in diesem Falle wird für A = 2r 

der betreffende Posten der Summe zu -r-, und wir haben zu be- 
stimmen, was aus 



1 — cos-£ 



(4™)*— p f 
Zähler und Nenner folgt 

— COS 7T 



wird füi-p = 4r7r; durch Differentiation von 



(4r7r) ! 



- | _ 2p f- u ' 



d. h. es verschwindet das Glied der Summe für X = 2v wie 
überhaupt alle Glieder der Summe, die man für gerade k erhält, 
so dass noch bleibt 



j z(2n,x)si 

o 



sin4r/rxdx = 



(-l) n 8r 



2 



(2/r) 2n+1 ^(2A-l) 2n [^2A-l) 2 —(2r) 2 ] 



2. p = (2r-f-l)2;r; in diesem Falle verschwinden in der 

Summe alle Glieder für ungerade l und man erhält 

i 



f x(2n, 





x) sin (2r-|- 1) 2 7t x dx 



(-l) n (2r-fl)8 



OO 



(15) 



— 1 >«■ 



f 



2 



(4/r) 2nfl ^ /T[(2Ä) 2 — (2r-f-l) 2 ] 
3. p = (4r-j-l)*r 



x(2n,x)sin(4r-}-l)7rxdx 



o 



OO 



(_l)"4(4r + l) 

(2^) 2n+1 f£ A an [(2i)»— (4r-f-l) 2 ] 



(16) 



>J 



41 — 



/ 



2~ 



4. p = (4r-f3)*r 



o 



X (2 n , x) sin (4 r -f- 3) n x d x 

( _l)"4(4r-J-3) 



OO 



(17) 



(2*0 



2n+l 



2n 



/ 



S *' n [(2>9 2 -(4r-j-3) 2 ] 
Ferner wird 

/(2n,x)cospxdx = — 



OO 



(-1) 



;. 







M 



2 n 



)S ^PM'-p*] 



(18) 



Die Spezialfälle gestalten sich hier f olgendermassen : 

r 2 (— l) n_1 

1. für p = 2rjT wird / /(2n,x)eos2r;rxdx = v 



o 

2. für p = (2 r -f- 1) 7r wird 

i 

/ x(2n,x)cos(2r-(-l)yrxdx 



2(2r/r) 



2n 



(19) 







OO 



(-1)' 



(— l)' 1+r 4(2r+l) 

(27r) 2n+1 jg A 2n [(2A) 2 — (2r-(-l) 2 ] 



(20) 



Durch Anwendung der Gleichungen (61) und (62) des 
vorigen Kapitels findet man aus den Gleichungen (13) und (18) 
die entsprechenden Integrale mit der ungeraden Bernoullischen 
Funktion. 

§2. 

Als zweites Beispiel betrachten wir das Integral mit der 
Exponentialfunktion; nach Gleichung (1) wird 



/ C x(2n, 



(-1) 



x)e ax dx = 



)2 » ZA tf* J 

J ). — 1 



cos2Ä7rxe dx. 



f 



Nun ist bekanntlich 40 ) 



— ax 



cosbxdx = — 



acosbx — bsinbx _ 



ax 



darnach wird 



1 ax cos2AiTxdx = — 



a 2 + b 2 ' 

acos2^?rx — 2^/rsin2^/rx _ ax 

e 



o 



a 2 -f-(2;U) 2 
2^rcsin2^/rc — acos2Ä7irc _ a 



o 



a* + (2M 



2 



- e 



+ 



a 



(2>U) 2 -f-a 



8' 
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man erhält daher 
x(2n,x)e~ ax dx 



/ 



_ (— 1)"~ 1 2 -S2 2i,rr.sm2/7tc+ii(e c — cos2t7tc) ^ 

~ e"(2«) 2 " -g Jl 2n [aH-(2X^i ' ' 



/ 



Auf gleiche Weise findet man 
x (2n-f-l,x)e- ax dx 



= (— 1)°2 %? a8in2i«c-2Me* c — co»23Ljte) (22) 

~" e ac (2 7 r) 2n+1 £J Ä 2n+1 [a 3 -|-(2A7«r) 2 ] C ~ ' 

Wir ersetzen zunächst in den beiden letzten Gleichungen a 
durch 2ajr; dann werden dieselben 



/ 



— 2a/rx 



« 



Z (2n,x)e-""dx 

^ (— l)"-^ *%2 Xsm2X7rc+R(e 2 * ne — cos2A^c) (23) 
"~ e 2R7lc (27c) 2n+1 -g ^ n [a»+A«] 



/ 



— 2 a 7rx 



z (2nfl,x)e— *" x dx 
_ (— l) n 2 ^ asin2^7rc— Ä(e 2a7IC — cos2Attc) (24) 



Wir geben noch einige Spezialfälle: 
1. c = l, I x (2n,x)e- 2a7rx dx 



(_!)"- '2a (e-'-^—l) «%g 1 

e 2 ** (27f) 2n+1 -g A 2n [a» + ;i«] 



|z(2n + l, 





2 a 77 x 



x)e- iaJ ' x dx 

(_l)°- 1 o(e 3 ' g — 1) «ü 1 < 26) 



e 



2an (o V 2d + 2 ^^ 2 2n r 2 



(2^ ^J ^ [a 2 +Ä 2 ] 



— 43 — 
Zusammenfassend können wir (25) und (26) so schreiben 

^°, -i /o \2n+l 2a TT /»l 

^, — or = ( — 1) - — ?t öz / /(2n,x)e dx 

{* A 2n (a 2 +>t 2 ) 2a e 2an —lJ 

= (-l) n - 1 4-( 2 ^) 2 " +2 -^-7 r Z (2n + l,x)e- 2a **dx. (27) 
4 . e — 1 •/ 



2. c~, y z 2 (2n,x)e- 2a;TX dx 

(28)- 

OC 

_ (~ 1 ) P ~ l2a 'S? e'*-f-(— l) '" 1 

~e a "(2,r) 2,lhl ^( f n (aHi ! ) ' 



/w2n+l x)e- 2a -dx - ( ~ 1} 2 ^ «"-H- 1 ) (29) 

y z( -n-t-l,x)e dx^ , 2 n+2^L ,«»,.,.,* • ( ^> 







e a7r (27rr n ^^ r n (a 2 + Z 2 ) 



Wir lösen Gleichung (28) nach der Summe rechts auf und 
schreiben 

e +(— !) t i^n-i(2/r) ^e / - 2R7Z x 



oo 



( _ ir i (2^_ a .^_| z(2n , x) e- 2 »-dx 



Ä * > 2 -H 2 ) 

OO t -, OO 

oder 24^'— = —2^i- 
jg A 2n (a 2 +P) jgJ A 2n (a 2 +A 2 ) 



für die Summe rechts setzen wir den Wert aus Gleichung (27) 
ein, so folgt 

OO 

^,-4 = ( — 1) - — ?r ö / y(2n,x)e dx 

fH A 2n fa 2 +yl 2 ) ' 2a e 2a7l —lJ * A } 

+ (- 1)" -1 ( aa 6 -; Z(2n ' x) e " 2a?IXdx 0<ler 



— J r n (a 2 +^) 







— 44 — 



*•* 



SS; 






oo 



(-1) 



i-1 



-g A 2n (a 2 +A 2 ) 



(-1) 



/o \2n4-l » 

n (27c) T e 



2a 



I o 



-y , Z(2n,x)e- 9 " rx dx|. (30) 







§3- 

Als weiteres Beispiel zu dieser Integrationsmethode be- 
stimmen wir den Wert des Integrals 



f X(2n + 1, 





x)tg/rxdx; 



nach Gleichung (1) wird dasselbe 



(-lr^ y 1 f\sin$ 

{Art) A=1 >- ./ 



2Ä7rxsin/rx 



(27t) 

Nun ist aber 41 ) 
sin2A 7rx 

COS/rX 



COS 7C X 



dx. 



(-ly- 1 2^ (-l) k_1 sin(2k-l) 



7TX. 



k=l 



Setzen wir dies im Integral ein, so folgt 



j Z(2n 





-f-l,x)tg/rxdx = 



c-ir-u 



2n+l 



c-iy- 1 



(2«J 



2J- 
• 1 * 



2n+l 



l 



I Sl 



sin 2 7irxdx 



+2(- i ) k " i r |d 

k=2 J 7 



sin (2k — lJTrxsinTrxdx 



das erste Integral rechts wird = -~-r das zweite verschwindet; 

Li 

wir erhalten demnach 



f Z(2n+1, 



,n— 1 



OO 



x)tg/rxdx = 



2n+l 



(-ir~ x 2 ^? (-D 

(2*0 



A-i 



|2n+l 



(31) 



Durch partielle Integration dieser Gleichung finden wir 



|x(2n, 

V 



x)Logcos7txdx = 



(-1) 



n-1 



OD 



v2n 



< 2 *> s 



2^ 



(-D 



A-l 



2n+l 



(32) 



i 



45 - 



Durch gleiche Behandlung des Integrals 
I x(2n-f-l,x)cotg7cxdx 

_ (-l) nl 2y 1 f l sh\2X7 

-H x 3n+l J si 



7irxcos7rx 



k 2n+l 



dx 



sm 7rx 



mit Berücksichtigung der Beziehung 

= 2^, cos (2 k — l)nx gelangt man zu 



sm/ir 



/ 



k u— 1 fl 



oo 



%(2n-f-l,x)cotg/rxdx = v > -^^ 

(2t) £3 * + 

und durch partielle Integration dieses Resultates zu 

r <— d u ^ i 

t (2 n, x) Log sm tz x d x = j— ^ > -5^. 



(33) 



^n-fl 



(34) 



Da 



(2 t) 
y z (2n,x)dx = ()««), 



so lässt sich das letzte Integral auch folgendermassen schreiben: 

(-!)- >: i -. 

in dieser Form findet es sich schon bei Renfer. 43 ) 

Durch Addition der Gleichungen (Sl) und (33) folgt 



I z(2n,3 



x) Log (2 sin rr x) d x 



/ 

o 



X(2n-f-l,x) 



cotgrcx-f-tgrcx 

,n-l 



dx 

(-iy l 4 



oder 



Jz(2n 





+ M)- 



(2^) 2n+1 

j / -«\n— 1 

dx 



I o2n-f-l r x 2n+l i* 



o 



(-1) 



sin27rx 



2 1 

v -«, (2X-1) 2B+1 ' 



(35) 



Durch Subtraktion der Gleichung (,31) von der Gleichung 
(33) ergibt sich: 

P I 

I *(2n-f-l,x) jcotgrcx — tgycx 

* (— l) u_1 4 

_ / — |— — — — i— • • • • 

I. 



dx 

,n— 1 



1 I 1 I 

I i2n-M I 



(2nf a+1 |2 än+l ' 4 2n+1 



\ 



— 4tf — 



oder 



fxVn + l, 



x)cotg2zrxdx = 



(-i) 



n-i 



,2n+l 



oo 







(4^-n ^ X . 



(36) 



Durch Addition der Gleichungen (32) und (34) erhält man 



o 
da 



22n+l •" ^'Jn+l + 



f 1 . sin^rx (-1)"2 

I z (2n,x)dx = Ü, 



2 im Nenner des Log weglassen und es bleibt 

(- 1)° -V i 

■ ( 47r ) 2u g a 2d 



so kann man das 



f X(2n, 





oo 



x) Log sin 2 7t x d x 



2n-fl 



(37) 



Durch Subtraktion der Gleichung (32) von (34) folgt: 



J Z(2n, 



x)Logtg?Fxdx 



oo 

_ (—1) 2 ^J 1 



(2»)'" j£J(2A-l) 



2 n+1 



(38) 



4. Kapitel: Vergleichung der verschiedenen Resultate. 

Im 2. und 3. Kapitel haben wir zum Teil die gleichen Inte- 
grale gelöst; die Resultate sind aber nicht identisch. Wir ge- 
langen daher durch Vergleichung zu neuen Beziehungen. 

Als Gleichung (41) des 2. Kapitels (Seite 30) hatten wir 
die Formel 



I /(2n,x)cosp 



xdx 



•(» 



(-lfsinp f, p p <^B ; p 2 *( 



Andererseits hatten wir als Gleichung (8) des 3. Kapitels 
(Seite 39) dasselbe Integral 

.^o„ „\ n ,^»„A„ — < ^»2psinp^ 1 



/ (2 n, x) cos p x d x = (— 1) 



2 







oo 



y, 



(2«)-" -— r a [(2A^)- i — p s ] 



Durch Gleichsetzung der rechten Seiten folgt somit 



1 



** ;.-' n [(2A^) 2 - P 2 ] 2p"" +1 

oder wenn man p = 2 a ?r setzt : 



_J2^"J p p_^B^ 

"" 9n 2n +- I 2 te 2 _ (2B! 



;.=i 



— 47 — 



11 



/. —ö — o i» 1 1 — aTrcoteaTp— 2^. S., ,a~ ; " 

— /- >n [;, 2 -a 2 ] 2a 2B+J | g 2A 

Wir wollen hier einige Spezialfälle erwähnen: 
2r + l 



1. a = 



-, wo r== ganze Zahl; dann wird 



oo 

y i 

£j A 2n [(2;.) 8 -(2r+l)*] 



2 2n - 1 | _<? (2r+l) 2/ S 2; . 
(2r-H) Sn +"T -g 2 2 *" 1 



2. a--= 



4r+l 



(1) 



» 



i 



(2) 



OO 




_J Z 2n [(4A) 3 -(4r-}-l) 2 ] 



(4 



3. a = 






^(4r+l) 2; S 2 , |_ 



4r+3 



o*A-i 



(3) 



OO 

^ 1 

— j A 2n [(4;)»-(4r+3)«] 



,4n— 1 



11 



(4r 



2"" 1 L yr ^(4r+3) 2/ S 2 , 



+3) 2n+2 | 4 J^ 2 



4/-l 



w 



Die Gleichungen (3) und (4) erhält man auch durch Ver- 
gleichung der Formeln (44) und (45) des 2. Kapitels mit den 
Formeln (11) und (12) des 3. Kapitels. Wir haben aber 
noch eine andere Kontrolle für die Richtigkeit der Gleichung 
(1): es führt nämlich die Gleichsetzung der rechten Seiten 
der Gleichungen (49) des 2. und (3) des 3. Kapitels zu derselben 
Formel (1). 

Gleichung (4(J) des 2. Kapitels (Seite 31) lautete 



— 48 — 



4 

o 



T (—1)" sin | 

• x(2n,x)cospxdx — — 



P 



2n+l 



1 — 



2trin-£ 

11 



o**- 1 — ! B /P 2i 






I 



Anderseits ist nach Gleichung (18) des 3. Kapitels (Seite -41): 

(-l)"2psinf^ (_i)i 



x(2n,x)cospxdx 



(2«) 



2n 



Si 



2n 



aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

V (-lf _ (2>t) 2 " I p_ 

^, ., .. „ — 2n+2 |i p 



[(2A«)«-p«) 



— { A 2n [(2-U) 2 -p 8 ] 2 p 5 



II 



+2 



sin 



2 2 ^- 1 -l 

o2/-l 



;.=i 



B / 2;. 
(21)1 p j" 



Setzt man noch p = 2a?r, so erhält man 



00 



(-D' 



—d A-"[A 2 — a 2 ] 



2 a 



2 n+2 



ajT 



sin a n 



n 



+2 



fl 2 



2/-1 



a 



00 



2r+l 
2 

(-D ; " 



;.=i 



92 / 



3i_9 



S 2X a 



2;. 



(5) 



gibt 



9211-1 



-J ; 2 »[ l 2^)»— (2r-f 1)»] 



(2r+l) 
n 



2 n+2 
2A-1 



k r— 1 



/r 



l-}-(-ir'(2r + l)^ 



OO 



Subtrahiert man die Gleichung (5) von (1), so ergibt sich 

1 1 J a 



,2n 



£■* (2^-l)"[(2A — 1)»— a 3 ] 2a 

11 



2 n+2 



Ü7C 

sin a 7t 

2/-1 



a rr cotg a 7t 






a 2 k \ oder 



49 — 



CO 



J^j (21— l) 2n [(2A— !)■ — a s ] 4a 



2n-(-l 



Trtg 



a?r 
~2" 



J3 22 -i g a »i-il. 



Durch Addition der Gleichungen (1) und (5) folgt 



oo 

■'S 



J— j (2/l) 2n [(2A) 2 — a 2 ] 2 a 



2 n+2 



~ . 1 cosarc 

2 — a/r( — — : 

sina^r sma7r 



n 



;.=i 



-2( 2 -"^ 1 v" 



(7) 



oder 



oo 

«J 2 2n iYo;v 



J r n [(2J)»— a 2 ] a 



2n— 1 , 

^ I . azr , a/r 

1 — -ö- cot S "9" 



2 n+2 



11 Q „-»i I 

;.=i 22x_i r 

diese Gleichung stimmt aber mit (1) überein, wenn man daselbst 
a durch -^ ersetzt. 

Li 



a 



In Gleichung (7) erwähnen wir noch den Spezialfall 
— ^ — ; er lautet 



CO 



y 



l 



>2n 



— - (2X-l)-*[(U-2)*-(2v + m 

o2n— 3 



(2r + l) 



2 n+2 



II 



( _l)r ( 2 r+ l) /r _2(2r + l) 2 "^r^S 2>l 



;.=i 



Gleichung (54) des 2. Kapitels lautete 



/z(2n, 



\ • ^ ( — !) n J 1 P 

x) sin px dx = -^-t^-tt- { 1 — cos 



2n+l 



o 



n 



■2»+ 



2 



»2A--1 



i2A— 1 



COS 



2 



2A 



B 



a=i 



(2A)! ' 



damit vergleichen wir die Formel (13) des 3. Kapitels 



— 50 

i 



00 / w.-i 



/ y(2n,x)sinpxdx = - 5 -— jT. — ^- — , 



dann erhalten wir 



^ (-l)^- 1 cos^ + l _ (2n? n [ _p 

-g A 2n [(2^)^-p 2 ] 2p 2ü + 2 l C ° S 2 



11 



■2 



1 + ^2X=i~ C0S ~9 ;P 



2X 



wir setzen wiederum p = 2 a 7*r 

2°° (— n^cosa/r+l 1 L 

l 2n {l 2 — a 2 ) 2a 2n+2 I 



(2A)! 



n 



(9) 



«2>+ 



2 2i " 1 -l 



— 2 ^>, ( H r^ t — cosa/r j S 2;i a 

/=1 



2A 



Der Spezialfall a = 2r gibt 



00 

1 



2 



,au [\7äA-i.)--\zrn 

n 



frl (2A-lf u [(2A-l) 2 -(2r) 2 ] 



(10) 



2/ 



= WS (2 2 l - 1) S., , r J 

Wir wollen noch etwas länger bei diesen Reihen verweilen 
und untersuchen, wie sie sich bei der numerischen Berechnung 
verhalten. Setzt man z. B. in der Gleichung (2) r = 0, so folgt 

Diese Formel scheint 2 Widersprüche zu enthalten; erstens 
haben wir umsomehr negative Posten in der Klammer, je 
grösser n ist; man sollte daher vermuten, dass von einem be- 
stimmten n an K n negativ wird; allein die Reihe konvergiert 
wegen der Potenzen von 2 im Nenner so rasch, dass der Klammer- 
ausdruck stets positiv bleibt. Zweitens sollte man vermuten, 
dass der Ausdruck rechts wegen des Faktors 2 2n ~ x mit zu- 
nehmendem n stets grösser werde. Durch die numerische Be- 
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rechnung wird aber die Formel bestätigt; denn sie liefert unter 
Zugrundelegung der von Legendre 44 ) angegebenen Werte der S n 
und bei Benützung der Rekursionsgleichung 

K„_t-i = 4 K n — S211+2 folgende Werte 

Ki = 0,35506 593315 

K 2 = 0,33794 049890 

K 3 = 0,33441 893360 

Ki = 0,33359 837820 

K 5 = 0,33339 893767 

K 6 = 0,33334 966413 

K 7 = 0,33333 740838 

Kg = 0,33333 435125 

K 9 = 0,33333 358772 

K10 = 0,33333 339693. 

Für n = 00 bleibt auf der linken Seite der Gleichung (11) 

nur das erste Glied -g-; wir haben daher 

o 



lim? 211 - 1 ' 1 "V S ' 2; " 



-°° ' ei * 



(12) 



oder es muss, da der Faktor 2~ n für n= 20 zu 00 wird, der 

Klammerausdruck verschwinden, d. h. 

00 



2 



92; -1 



21 =1. (13) 



Setzen wir ferner in der Gleichung (3) r = 0, so folgt 



00 i ( J^. Q 

1 2*"- 1 I 1 _ IL __X? 2 * 

** A 2n (16A 2 -l) ( 4 ^J2 4;_1 



= L n . (14) 



Die numerische Berechnung wird erleichtert durch die 

Beziehung 

L n +i = 16 L„ — S2n+2 und man findet 

Li =-0,07188 062597 

L 2 =: 0,06776 678184 

L 3 = 0,06692 544752 

Li = 0,06672 980408 

L 5 — 0,06668 229012 

L 6 = 0,06667 055544. 4S ) 



X9 



Geht man zur Grenze über, so ergibt sich 



lim 2 

n-OO 



4n— 1 



I 



(15) 



OO 



und 



S, 



2-4X=r = 1 ~T = ' 21460 18366a 



(16) 



A=l 



Für r = 0, folgt aus Gleichung (6) 

>g (-l)^ 1 2n -lU ! V ^'-l g (_ M . 

^j i 2n (4i»-l) ~ |2 <£ 2 4/ - 2 Ö ^J- M '" 

dabei gilt die Rekursionsgleichung 

1 



(17) 



M n+1 = 4M„-f- 
und man erhält 



2 2n+l 



02n+2 San 



+2 



Mi = 0,31912 56202 

M 2 = 0,32946 96512 

M 3 = 0,33232 75134 

M4 = 0,33307 70516 

M 5 = 0,33326 86988 

Ms = 0,33331 71101 

M 7 = 0,33332 92702 

Mg «= 0,33333 23167. 
Für n = oc folgt 

f 
lim 2 2 "- 1 4 - 



1- 



n=oo 
OO 




n 4A~2 Ö 2JL 



;.=i 



Li 

~ 3 



(18) 



und 




2A-1 



2 1 S« , = -£ — 1 = 0,57079 632679. 



>4A-2 



'2). 



(19) 



A=l 



Endlich setzen wir noch in der Gleichung (10) r = 1, dann 
wird sie 

^(2;i-i) 2n [(2;i-^^ 



Zur numerischen Berechnung dient die Beziehung 



N n +1 = T 



s, 



2n+2 



N 4-— fJLtf. Q 

X1 n I 2 2n + 2 2n+2 



so wird z. B. 
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Ni = — 0,30842 51375 340 

N 2 = — 0,33077 57922 846 

N 3 = — 0,33305 57172 314 

N 4 — — 0,33&30 27240 642 

N 5 = — 0,33332 99413 568 

N 6 = — 0,33333 29568 013 

N 7 = — 0,33333 32915 105 

N 8 = — 0,33333 33286 869 

N 9 = - 0,33333 33328 171 

Nio= — 0,33333 33332 760 

Nu — — 0,33333 33333 270 

Ni2= — 0,33333 33333 326 46 ) 

und wenn man zur Grenze für n = oo übergeht 

ii 

1=1 

Die Gleichungen (12), (15), (18) und (21) lassen sich noch 
allgemeiner darstellen; setzt man z. B. in Gleichung (1) n = oo, 
so folgt 

( n I ■ 

lim o 2n+2 1 1 — a/rcotgaTT— 2>S 2 a 2 ;> = 1 -?• (22) 

Unter der Voraussetzung a < 1 ergibt sich hieraus weiter 

OO 

^C 2/ 

1 — a/rcotga^r — 2 ^, S 9 A a =0 oder 

oo 

a/ircotga/g — 1 — 2^, S 03 a 2 *, wo a<l, (23) 

eine Formel, die längst bekannt ist. 47 ) 

Auf gleiche Weise ergibt sich aus (5) 

n 






1 • 

speziell gibt die Annahme a <C 1 

00 ,2;.-i 



a 2 — 1 



(24) 



- a/r .^2"- 1 — 1 Q 2>L _ 

sin a TT «J 92 a— 2 21 



,=1 2 



— öi — 



oo 



arr 



»2 A-i 



sma/r 
und aus (7) 

1 



+ ^i " y> ;.._.» S 2;, a2A48 ) a <*> 



Ä=l 



2 



(25) 



n 



lim 



. a 2n-fl 

für a <C 1 folgt weiter 



a/r 
/f tang -g 



^;. 



o ^o i a 



2A-1 



>2/.-2 ~2/ 



oo 



7C 



: tang 



a/r 



;.=i 



,2>l 



1— a~ 
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1 

2A-2 "2A 



'^^ 2 2_ 2 Ö >J " 



2 *~ 149 ) a<l. 



(27) 



Setzt man nun den Wert für cotga^r aus Gleichung (23) 
in (1) ein, so findet man 



oo 



^ 



oo 



f^ A 2n (A« — a») 



2a 



2 n+ 2 



1-2 




S 2>l a 



2/ 



;.=i 



n 



-2^,S 2X a 2i 



oder 



;.=1 



oo 



S a 

>2n n2 rt 2\ ( ^°2n + 2A cl 



oo 



2JI-2 



£-J"(l«-a') fri 
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er- 



was man auch sofort durch Entwicklung des Bruches ^ — ^ 

a a 

hält. Aus der Gleichung (28) findet man noch durch Integration 
zwischen den Grenzen und a 



oo 



oo 



2^H Log iiT Ä2 2 s 2n- 



a 



2)1-1 



(29) 



+ 2 m-l 

Ähnliche Resultate erhält man durch dasselbe Verfahren 
aus den Gleichungen (5) und (7). 

Wir wenden uns nun zur Vergleichung der Resultate der 
Integrale mit der Exponentialfunktion. Gleichung (34) des 
2. Kapitels (Seite 29) lautete 

1 



/ 



— 2a7Tx 



^(2n,x)e ~ dx 



o 



(2 a 7r) 



2n-fl 



1 — a 7t — e 



-2&71 



(1 + ayr) 



n 



+ 2(1— e 



-2a7r 



^(-l^S^a" 



;.=i 



OO — 

und als Gleichung (25) des 3. Kapitels (Seite 42) hatten wir 

1 -in OO 

/ /o \ -3***a (-ir'2a(e 2 " t -l) y 1 

/ y(2n,x)e dx = - ~- „ , , J^, — 







( 2ry ) S r ( ;2 + a2 ) 



somit folgt 



^ 1 (-i) n_1 L 

-H A 2n ft" + a*) 2a 2n+2 

^~ 1 ' (30) 



+ ä2(-i) I " 1 s a y 



Wiederum ein merkwürdiges Resultat; links hat man eine 
stets positive Summe und rechts eine Summe, die mit dem Faktor 
(— l) n_ multipliziert ist, also fortwährend das Zeichen ändert; 
es folgt daraus, dass die Klammer rechts für ungerade n positiv 
und für gerade n negativ wird. Man gelangt zur nämlichen 
Gleichung (30), wenn man in der Gleichung (1) dieses Kapitels 
a durch i a ersetzt. Wir erwähnen noch den Spezialfall a = 1 : 



2 ' - 1 



= (— IV 

£- / B (l-|l j ) l ' 2 



1 — rrCOtQ/t 

(31) 



11 

+ 22(-l) i_l S-2;. 

Ausgehend von 

Pi = 0,56826 001938 

erhält man durch Anwendung der Rekursionsgleichung 

Pn+l = S-2n+2 Pn 

Po =0,51406 321433 

P 3 =0,50327 984765 

P 4 =0,50079 750854 

P 5 =0,50019 706658 

P 6 =-0,50004 901997 

P 7 =0,50001 222816 

P 8 =0,50000 305409 

P 9 = 0,50000 076320 

Pio= 0,50000 019076 

P u = 0,50000 004769 

Pi2= 0,50000 001192 
mit dem Grenzwert 
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., . . - ,. cota n + iS, (- 1)'- 1 S, , = 0,5. (32 ) 

Allgemein erhält man ans (30) 

lim <~'^,' | l-a»c n t 9 a»+2^(-l)'-'S a ,a M | -=^~ (33) 

und für a < 1 

a « cotg a n = 1 + 2^ (— l/^S^»* 1 - (34) 

Diese Gleichung stimmt mit (23) überein, wenn man da- 
selbst a durch ia ersetzt. Substituiert man den Wert von 
a?eeütga.-i in Gleichung (30), so findet man 

2^1T J = J =ff-|l-('l + 22(-l)'-'S H a") 

J5j ^'(IM-» 1 ) 2a 2 "+-' I ^ S " I 

n i 

+ 2^ (— l) ;_l S 2i a" oder 

N _* JS (-1) W SL. . ..a"" 1 . (35) 

Wenn man diese Gleichung, die man auch direkt durch 
Entwicklung des Bruches s 2 erhalten kann, mit da multipli- 
ziert und zwischen den Grenzen und a integriert, so folgt 

2t^ »«% t=2 <- i > i " ! W;.n£- <37) 

i.-l '• i_l 

Es bleibt schliesslich noch die Vergleichung der Formel (37) 
des 2. Kapitels (Seite 29), welche lautet: 

fxß«.K)e- ! ""ix = 



1 

(2arf" + '" 



+ 2 



ij^-tf-fl + .— ^^W 



t -str 
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mit der Formel (28) des 3. Kapitels (Seite 43), welche lautet 
/ y(2n,x)e dx = - — w—r-r^. — s- 5 — : 







e' 7i (27rr n+1 ^ r ,n (A 2 + a 2 ) 



man erhält 



t n — 1 rt _ «— <■ _a/f 



(-lPSaVe" +(— 1) 



A-i 



e a7I '(2 7 f) 2n+ ' 2 ^ ;. in (i 2 + a 8 ) 

1 



m \2 n+1 

(2a/r) 

1 

(2a7r) 2a+ V" 



n 



l_ a , r + 2 2(-l)"~ l S 2 , 



a 



2). 



n 



i-2 (- 1 ) 



;.2 2; - 1 -l 



OO 



*7I 



e"+(-l) 

,2n 



/— 1 / -i\n— 1 jMi 



gu-2 k 2; a 



21 



oder 



(— 1) e 



£- r n (r + a a ) 



2 a 



2n+2 



1-a 



7T 



n 



+ 



+ 22(-lV- 1 S. 2 ,a 2; - 
;— i 

(-1)" 



2 a 



2n+2 



n 



1+ >,(-!) 



;. 



2 n -'-\ 



S , a' 



,2 ;. -2 ~2 ;. 



1=1 



Zerlegt man die Summe links in 2 Summen und setzt für 
die erste den Wert aus Gleichung (30) ein, so folgt 

oo 

2 



,;.-i 



(-!)___ (-1)" ) 



2n 



r n (A 2 -f-a a ) 2 a 



2n+2 



1 — -„- 



2L7C 



fina 
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2 0-A— 1 -t 



(38) 



;.=i 



Diese Gleichung zeigt Übereinstimmung mit der Gleichung 
(5), wenn man daselbst a durch ia ersetzt; sie liefert für a = l 
den Spezialfall 



oo 



(-1) 



;.-i 



= r_i)»l(i_^L_ 



,2n 



n 



(89) 



+2<-D' 



2^-2 ^2A/ — ^n- 



)=\ 
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So findet man aus 

• R l = 0,4.5848 15609 

mit Hilfe der Rekursionsgleichung 



Rn+l = — Rn -f- Ö2 n+2 



S 2,i+; 



+2 



,2 n+1 



und im Grenzfall 

n 1 



R 2 = 0,48855 12686 
R 3 = 0,49699 98227 
R 4 = 0,49923 31797 
R ä = 0,49980 63285 
R 6 = 0,49995 13567 
R 7 =0,49998 78137 
R 8 = 0,49999 69506 
R 9 = 0,49999 92373 
R 10 = 0,49999 98093 



lim (-1) 

11=00 



7t 



jttt 7t 



^(-D'?'"'- 1 



i'2A-2 



S, a = 0,5 (40) 



^=1 



und allgemein folgt aus (38) 



lim-tXu 
n=oo 2 a 



a/r 



2 n+2 



fina 



7t 



11 



+-2 <- » 



i2 a/ - 1 -l 



e a 2A 

2/1-2 ^i* 



Für a < 1 ergibt sich hieraus weiter 



OO 



a/r 
fin a 7t 



=i+2(- 1 )' 



l + a ! 



- (41) 



~ 1 C „2/ 



(42) 



x=-\ 



Die Gleichungen dieses Kapitels lassen sich noch verall- 
gemeinern durch Differentiation nach a; man gelangt so zur 
Summation von 



OO 



OO 



2n 



-— *"(a«+J») 



in 



und 




(-i) 



A-l 



2n so i }2\ m 



^ r"(a 2 f/ 2 ) 
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5. Kapitel: Doppelintegrale mit Bernoullischen Funktionen. 

Dieselben Methoden, die wir in den drei ersten Kapiteln zur 
Bestimmung einfacher Integrale mit Bernoullischen Funktionen 
angewandt haben, können auch benützt werden zur Auflösung 
von Doppelintegralen. Doch stösst man hier auf grössere 
Schwierigkeiten und die Resultate nehmen leicht unübersicht- 
liche Gestalt an; denn wir erhalten bei Anwendung der 1. und 
2. Methode Doppelsummen, die deshalb unbequem sind, weil sich 
die beiden ersten Terme der Summe dem Gesetz derselben nicht 
anschliessen, also nicht unter das Summationszeichen genommen 
werden können. Bei Anwendung der 3. Methode, der Einsetzung 
der Fourierschen Reihen, sind die Integrationsgrenzen meistens 
noch grösserer Einschränkung unterworfen als bei einfachen Inte- 
gralen. Wir beschränken uns daher im folgenden auf wenige 
einfache Fälle. 

Es sei J:-l I 5<(n,x-fy)dxdy, 

« a 

dann folgt sofort 

rß rß 

J=f x(n-f-l ? x-|-b)dx — / /(n-f-l,x J-a)dx, oder 



« 



u 



rß /•*> 
J J Z(n,x + y)dxdy = x(n + 2,a + a)— z ( n -f2,a-f b) 

« a - z (n+2,/» + a)-fz(n+2,/?+b)- (1) 

Wir erwähnen einige Spezialfälle; so wird für 

a = a = 0, = b = l, n'2n 
unter Anwendung der Gleichung 



n-l 

/ (n, 1 + x) = ^-jyy + / (n, x) 
y'y z (2n,x+ y )dxdy = ^ irr 



(2) 





Setzt man in der Gleichung (1) a = a — 0, b = /3— 1, 
n/2n-|-l, so erhält man 

/ 1 / 1 z (2n + l ) x+ y )dxdy = ^l^. (3) 



Weiter folgt für « = a = 0; ß — b = -^, n|2n 




& 



— (50 — 



i i 



/ 2 A (2n - 



x+y)dxdy = (— 1) 



9 2n +-'__i B 

n — - 1 ] 



n+1 



fc7 2n 

O "" 

und für die ungerade Bernoullische Funktion 

i i 



(2n+2)! 



(4) 



f j 2 x (2n + l,x + y)dxdy = ü. 



(5) 



K) 



Wählen wir ferner a = a = und t i = b = -^-r so ergibt sich 



f» f » 1 3 2n+ '' 

J y z (2n,x-f-y)dxdy = (-l)" T ^ 

Für « = a = 0, j = b = - r findet man 

4 

/7 T x(2n, 



+ 1 '(2n+2)!' 



(6) 



x+y)dxdy = (-l) 



B 



n+1 



o o 



2 4n+2 (2 11 +2)! 



(7) 



Wir gehen nun dazu über, die nämlichen Integrale dadurch 
zu lösen, dass wir für die Bernoullische Funktion die entsprechende 
Fouriersche Reihe setzen. Man erhält dann 

I I x(2n,x + y)dxdy 



« a 



==- -ö« — /\—^r I I cos2/./r(x + y)dxdv 

(27T) 2n H * J «/ 



/»0 /»b 

J J * (2n - 



(-i) 



n-1 



« a 

oo 



i 



« a 



1)2%^ 1 

xf-y)dxdy — - 4^x«r- ^. o «o cos(a-f-#)2i7r 

™ * (2^) 2n + 2 g jt 2n+2 I V ^' ' 

+ cos(b-f--a)2>?7r-~cos(a-f-a)2A/r — cos(b-f- / i)2A7r}. (8) 

Analog findet man 
r*ß /» b 
j J z (2n + l,x + y)dxdy 

(9) 



« a 



_ (-1) 



(2«) 



l"" 1 2 %? 1 

2n+3 ^^J ,2n+3 



siri(a-\- ß)2ln -\- sin(h -\- a)2?> ?i 
sin(a-f-a) 21 7t — sin (b -\-ß) 2 A /r }. 
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Spezialfälle dieser beiden Gleichungen sind: 1. für « = a = 

und ß = h = -^- folgt aus (8) 

i i 



/9^V*n+2 ^J 2 2n+2 

1 1 



J j /(2n,x+y)dxdy= ( ^ *,„_,.., ^ 1— X— oder 



./t^ 







CO 

x+y)dxdy= ^^2 (2 ,_V-,- 2 ; (io) 



2. für die nämlichen Werte von a, /?, a, b liefert Gleichung (9 

1 1 



f 2 J%(2n + l, 



x-fy)dxdy = 0. 



was mit Gleichung (5) übereinstimmt; 

3. für a = a = und /¥ = b = — erhält man aus (8) 



| I x(2n,x-f-y)dxdy 

1-1 2\ 1 

ln+2 4 ^^ j2n- 



(_1)"- 1 2<%?I 1 I 2A?r 4^ „ 

^ '2 cos — „ cos — ^ 1 



OO 2Ä7I 



oder 



y y x(2n,xfy)dxdy =i_^_ r ^ ___ (11) 

^ ' A=l 

Es ist noch zu bemerken, dass in den beiden Gleichungen 
(8) und (9) wegen der beschränkten Gültigkeit der Fourierschen 
Reihen die Bedingungen 

0<a, b, a, ß<l und, wenn die obern Grenzen 
grösser als die untern angenommen werden, 

< (ß — «) -f- (b — a) < 1 erfüllt sein müssen. 
Vergleichen wir noch die Formeln (4) mit (10) und (6) mit 
(11), so folgt 

00 1 1 R 



2 J_/ 9 2n+2 1 v ! 



2n+2 ^n-fl 



^i2X-lf a+2 2 y *'" (2n+2)! 

oder wenn man n durch n — 1 ersetzt 



2i ,2/- 



(2-— 1)« 



J*j (2.1-1)'" 2 ' (2n|! 

•»^ V 1 A2ÜÜ-1 ,o-,l ! "+ a -At!_ 

j"+= _l ;!"+« 4 s-'"+> ( ' (2n+2 



(12) 



1 B .+ 



<2»r 



^ - 

jg ,f +s 4.3 2 " +1 l J (2»+2)! 
i man n durch n — 1 ersetzt 

« cos^ 1-3'- ,,,„ B„ ") 



+2)!' 

daher 



(18) 



Anmerkungen. 



*) Vergleiche H. Renfer «Die Definition der Bernoullischen Funktion 
und Untersuchung der Frage, welche von denselben für die Theorie die 
zutreffendste ist.» Inaugural-Dissertation, Bern, 1900. 

2 ) Wir erwähnen unter andern A. Radicke «Zur Theorie der Euler- 
schen Zahlen», Journal von Crelle, Band 89, S. 257 — 261, und S. Spitzer 
«Note über die Summenformel 
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x m+l x m B^lll m-1 



^ (m+l)h 2^2! 



B m(m — l)(m— 2)h 3 iu-8 
_ ß3 ^_ x 



Grunerts Archiv für Mathematik und Physik, Band 23, S. 457—460. 

8 ) Siehe J. Raabe «Die Jakob-Bernoullische Funktion». Zürich, 1848, 
Seite 3. 

4 ) Diese und die beiden folgenden Formeln betreffend verweisen wir 
auf H. Renfers erwähnte Dissertation, Gleichungen (8), (11), (17) und (19) 
S. 39 u. ff. 

5 ) Vergl. H. Kinkelin «Untersuchung über die Formel 

nF(n,x) = f(x) + f(x+-l) + f ( x + |-) + +f ( X+ ^)* 

Grunerts Archiv für Mathematik und Physik, Band 22, S. 189—224. 

6 ) Vergl. A. Jonquiere «Note sur la serie ^^ — » , Mitteilungen der 

^J n 8 

;.=i 

Stockholmer Hochschule, Nr. 91, S. 265. 

7 ) Die Eulersche Funktion wurde in die Mathematik eingeführt von 
Fr. Rogel: «Theorie der Eulerschen Funktionen», Sitzungsberichte der 
böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-naturwissen- 
schaftliche Klasse, Mai 1893, Prag. 

8 ) Vergl. J. H. Graf: Mitteilungen der naturforschenden Gesellschaft 
in Bern, 1900, S. 94. 

9 ) Vergl. J. Raabe «Die Jakob-Bernoullische Funktion», S. 17 und 
H. Renfers Dissertation, S. 5. 

10 ) Siehe J. Raabe, zitierte Abhandlung, S. 25, Formel (21) und S. 26, 
Formel (24 ; ). 

") Vergl. die nämliche Abhandlung, S. 30 und 31, Formeln (31)— (38). 
12 ) » » 46, Formeln (18) und (19). 
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") Siehe J. Raabe «Zurüekführung einiger Summen imd bestimmten 
Integrale auf die Jakob - Bemoullische Funktion» , Journal von Grelle. 
Band 42, S. 353. 

") 0. Schlömilch «Cber die Bemoullische Funktion und deren Ge- 
brauch bei der Entwicklung halbkonvergenter Reihen» , Zeitschrift fflr 
Mathematik und Physik, Band 1, S. 195. 

") Vergl. O. Schlömilch, die nämliche Abhandlung. S. 198. 

'") Siehe A. Berger «Recherches sur les nombres et les fonctions de 
Bernoulli». Acta mathematica, Band 14, S. 249— 304. Nach der Delinitiou 
von Berger stimmt die ungerade Benioullische Funktion mit derjenigen 
\on Schliitli vollkommen überein, während sich die gerade nur dadurch 
unterscheidet, dass das konstante Glied fehlt. Es hat also Berger seine 
Funktion gegenüber denjenigen von Raabe, Schlömilch und Glaisher von 
dem Übelstand der schwachen Konvergenz befreit, ihr aber den Nachteil 
gelassen, dass bei der Differentiation eine unbequeme Konstante auftritt. 
Während für die Schläflische Benioullische Funktion die einfache Beziehung 
gilt D*; t (n,x)=; r (n-k > x), 

laiitet bei Berger die entsprechende Formel 

D k P (*,m) = f<z,m-k) + B(ni-k). 
Es wird also die von Dr. Kenfer aufgestellte Behauptung, dass die Definition 
der Berno ullis che u Funktion nach Schläft i die rationellste sei, auch durch 
diese neue Definition von Berger nicht umgestossen. 

") Vergl. A. Berger, zitierte Abhandlung, S. 271. 

,a ( Siehe M. Sonin «Sur les polynömes de Bernoulli». Journal von 
Grelle, Band 116, S. 133—156. 

'") "Vergl. H. Renfer, die eingangs erwähnte Djss. -S. 10. Gleichung (21). 

») , . » . » S.55, » (28). 

")».»» » . » § 20, Seite 56 u. ff. 

H. Renfer hat dann noch in einer grossem IVcisarbeit für das mathe- 
matische Seminar an der Hochschule Bern, betitelt -Integrale Bernoiillisdier 
Funktionen», noch die Integrale 

fxpm+l,x)-j£- und L(äio+l,x)-^-. wo 0<a<l 
J sinnx j 

ausgewertet. 

**) Vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 37. 

") ■ » » . » S. 34, Formel (2). 

«} , , , . S.8B, (3). 

'*) Siehe unter anderm J. H. Graf «Einleitung in die Theorie der 
Gammafunktion und der Eulerschen Integrale», Seite l!l und 20, Gleichungen 
{24) und (24 a). 

"J Man findet dieses Integral durch Differentiation des bekannten 



A' 



Integrals f x T dx=-^-£-T nachdem 



I oo 






20 (16A 2 — 1) 15 ' 2-°. 63 ' 3-M43 ' 4'°. 255 
1=1 

== 0,06666 668181 hieraus folgt dann weiter 

L 9 == 0,01J666 672724 

L 8 = 0,06666 690903 

L 7 = 0,06666 763696 

5 



* —. 



• -4f 






.5^3 
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Parameter r, vergl. L. A. Sohncke «Sammlung von Aufgaben aus der 
Differential- und Integralrechnung», Band 2, S. 82. 

* 7 ) Dieses Integral erhält man aus dem in der vorigen Anmerkung 
zitierten durch m-malige Differentiation nach dem Parameter r. 

28 ) Vergl. L. A. Sohncke, zitierte Aufgabensammlung, Band 2, S. 86, 

wie auch bei andern Autoren. 

29 ) Vergl. J. H. Graf, zitierte Schrift, S. 10. 

30 ) » » » S. 8 u. ff. 
81 ) Vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 39 u. ff. 
M ) > ' » » » S. 59 u. 60. 
**) Auch diese Integrale finden sich schon bei Renfer; vergl. er- 
wähnte Dissertation, S. 59 u. ff. 

S4 ) Vergl. Serret «Cours de calcul differentiel et integral», Band 2, 
S. 181. 

8rj ) Vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 34. 

s «) » » » S. 52. 

37 ) Vergl. A. Berger, zitierte Abhandlung, S. 271 u. ff., sowie S. 5 u. ff. 
der vorliegenden Arbeit. 

S8 ) Dieses Integral wurde schon von Renfer angegeben ; vergl. zitierte 
Dissertation, S. 58. 

39 ) Vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 52. 

40 ) Dieses Integral wird am einfachsten gelöst durch zweimalige 
partielle Integration. 

41 ) Man gelangt zu dieser Gleichung durch Multiplikation mit cos n x i| 
und Zerlegung des Produktes cos7rxsin(2k — l)7rx in die Summe zweier ~ *fk 

Sinusse. *! 

42 ) Vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 38. l£ 

43 ) » » » » S. 55. ^ 

44 ) Vergl. Legendre «Exercices de calcul integral», Band II, S. 65. >% 
46 ) Die fortwährende Multiplikation mit 16, wie sie bei Anwendung 

der gegebenen Rekursionsgleichung notwendig ist, hat zur Folge, dass, 

unter Zugrundelegung der von Legendre auf bloss 16 Stellen berechneten ^ 

S n , in der 10 Dezimalen ein Fehler schon für ein kleines n auftreten kann. 

Doch hat man hier ein anderes bequemes Mittel zur Berechnung der •■•$ 

Reihen. Aus der Rekursionsformel folgt . i 

1 

Ln = (Ln+L + S2n+2) jg ;'.'■{ 

Man bestimmt direkt den Wert von L n für ein grosses n, zum Beispiel 
n — 10 



-• 4-p 






.* 

i 

■5r- 



i 



L 6 = 0,06667 065532 
L 6 = 0,06668 229014 
L, = 0,06672 980408 u. a. w. 
") Hier kann man Nn auch für ein grosses n berechnen, da in der 
Rekursionsgleichung der Nenner 4 auftritt und etwaige Fehler in der letzten 
Dezimalen verkleinert. 

") Vergl. L. Saalschute «Vorlesungen über die Bern oullis ehe n Zahlen, 
ihren Zusammenhang mit den Sceanten- Koeffizienten und ihre wichtigeren 
Anwendungen-, S. 12. 

") Vergl. L. Saalschötz, zitierte Schrift, S. 15. 
*•) . . S. 14. 

**) Diese Gleichung findet man einfacher, wenn man in der Fourier- 
schen Reihe für ^(2n,x) für x den Wert -5- setztund berücksichtigt, dass 

*C*i)-.(-iri^.-Är i 

vergl. H. Renfer, zitierte Dissertation, S. 41. 
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